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RESUMEN

Existen situaciones en las que se necesita modelar solo una parte de la
distribucién de probabilidad de una variable aleatoria, siendo la otra parte irrelevante
para el problema considerado. En este trabajo se aborda el problema de contrastar
normalidad de una parte de la distribucion de probabilidad. Se proponen y estudian
estadisticos basados en la distancia de Cramér-von Mises, con una funcion de peso que
define la parte de interés. Se encuentran las distribuciones asintéticas bajo las hipétesis
nula y alternativa. Esta tltima permite la construccion de intervalos de confianza para la
distancia en la que se basa el estadistico propuesto, posibilitando de esta forma, asignar
un grado de normalidad a una parte de interés; permitiendo asi por ejemplo
declaraciones como: A la derecha de su mediana la distribucion muestreada tiene un
grado de normalidad superior al de una distribucion t de Student con 20 grados de
libertad. Para el caso particular en que la parte considerada es la mitad de la
distribucion, el estadistico propuesto puede usarse con muestras truncadas, esto es, los
datos a la izquierda (derecha) de la mediana muestral, son suficientes para realizar
inferencia sobre la mitad izquierda (derecha) de la distribucion.
El hecho de poder contrastar normalidad sobre distintas partes de la distribucion
muestreada, permite realizar una inferencia mas objetiva y precisa. Por ejemplo
determinar que el grado de normalidad de una mitad es muy superior al de la otra o que

una de las mitades es normal y la otra decididamente no lo es. Si éste fuera realmente el
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caso, cualquiera de los clasicos tests de normalidad seguramente rechazaria el modelo
normal debido a la discrepancia presente en la mitad no normal.

Por ultimo parece oportuno destacar Ja importancia que puede tener el uso de la
herramienta propuesta en experimentacion Monte Carlo, por ejemplo para explorar
empiricamente si un estadistico tiene distribucion asintdtica normal o para comparar la
velocidad de convergencia a la distribucion normal de dos estimadores de un mismo

parametro.




CAPITULO 1

1.1 Introduccién

Existen situaciones en las que se necesita modelar solo una parte de la distribucién
de probabilidad de una variable aleatoria, siendo la otra parte irrelevante para el problema
considerado. Por ejemplo al modelar la velocidad del viento a fin de evaluar su accion
sobre estructuras, lo que cuenta es la parte superior de la distribucion, mientras que si
estuviéramos interesados en evaluar la energia del viento con el fin de generar electricidad,
la parte inferior de la distribucion seria la mas importante. Estas situaciones requieren
emplear medidas de discrepancia entre el modelo y las observaciones, que asignen mayor
peso a la parte de interés. Viollaz y Rodriguez propusieron y estudiaron tests de bondad
de ajuste de tipo Cramér-von Mises para tratar este problema, que dieron como resultado
las publicaciones: Rodriguez y Viollaz (1995, 1999) y Viollaz y Rodriguez (1996).

La idea basica de estos tests fue el uso de funciones de peso asimétricas que
permiten asignar mayor peso a las discrepancias correspondientes a los puntos
pertenecientes a la region de interés. Dos de los tests estudiados involucran la estimacion
de parametros y esta estimacion se hizo en base al método de maxima verosimilitud dando

a todos los datos el mismo peso. Esto no resulta del todo coherente pues se deberia dar



también mayor peso a los datos provenientes de la parte relevante en el proceso de
estimacion de los pardmetros y no solo al definir la medida de discrepancia entre los datos
y ¢l modelo. Esto condujo a la necesidad de reformular la hipotesis nula y al planteo de un
nuevo problema: contrastar la bondad de ajuste de una mitad de una distribucion. Los
primeros resultados de esta nueva linea de investigacion fueron presentados en el Congreso
Latinoamericano de Sociedades de Estadistica, Mendoza, julio de 1999, Sobre esta
{emitica cabe mencionar los trabajos de Pettit y Stephens, Pettitt (1976), Pettit and
Stephens (1976) quienes en la década del 70 propusieron y estudiaron tests de bondad de

ajuste para muestras truncadas, procedimientos que también pueden ser utilizados para

contrastar la bondad de ajuste de una parte de la distribucion a pesar de que no hayan sido

originalmente concebidos para tal fin.
En ¢l presente trabajo se proponen y estudian tests de bondad de ajuste para

contrastar normalidad de unma parte (no solo de una mitad) de la distribucion de

probabilidad.

1.2 Tests de normalidad

Si @ denota la funcion de distribucion definida sobre la recta real por

2
1

MO(x) - e 2dt,
\

X

_[ 1
JE:{

b

flamamos familia normal a la familia de funciones de distribucion F de la forma

X- )

F(x) = @),

donde jtyo denotan nimeros reales, —© < JL<*,0> 0,



Por definicion @ es un miembro de la familia normal. Llamamos a ® funcion de
distribucion normal estndar y a su derivada @' densidad normal estandar y la denotamos
por ¢.

Sea xy,..,X, una muestra de una variable aleatoria X con funcion de distribucién
desconocida F. Supongamos se quiere contrastar la hipdtesis

(1 Hp: F es algin miembro de la familia normal.
Cualquier test de (1) es un test de normalidad. Existen en la literatura diversos tests de
normalidad, varios de ellos basados en un funcional d que asigna a cada funcion de
distribucion F de cierta familia que contiene a la familia normal, un nimero real no
negativo, de tal suerte que d(F)=0 si y solamente si F es algin miembro de la familia
normal. Llamamos a d(F) distancia de F a la familia normal aun cuando d no defina una
distancia en el sentido matematico. Entonces, dada d, si F, denota la funcién de
distribucion empirica de una muestra x,...,x, de X con funcién de distribucion F, d(F;)
es un test de normalidad y la hipétesis (1) se puede escribir como
(2) Hg :d(F)=0
Observacion: La palabra test se usa en este trabajo indistintamente para significar
procedimiento de prueba de una hipétesis estadistica, basado en cierto estadistico o bien
estadistico en el cual se basa dicho procedimiento de prueba, dependiendo del contexto el

significado atribuible. .

Ejemplo 1

Sea F una funcion de distribucion con media pg y desviacion estandar of,

entonces si se define d(F) como

LF¥]



Por definicion @ es un miembro de la familia normal. Llamamos a ® funcién de
distribucion normal estdndar y a su derivada ®' densidad normal estandar y la denotamos
por ¢.

Sea xj,..,X, una muestra de una variable aleatoria X con funcién de distribucion
desconocida F. Supongamos se quiere contrastar la hipotesis

(1) Ho: F es alglin miembro de la familia normal.
Cualquier test de (1) es un test de normalidad. Existen en la literatura diversos tests de
normalidad, varios de ellos basados en un funcional d que asigna a cada funcién de
distribucién F de cierta familia que contiene a la familia normal, un nimero real no
negativo, de tal suerte que d(F)=0 si y solamente si F es algin miembro de la familia
normal. Llamamos a d(F) distancia de F a la familia normal aun cuando d no defina una
distancia en el sentido matematico. Entonces, dada d, si F, denota la funcién de
distribucion empirica de una muestra x,..,x, de X con funcién de distribucion F, d(Fy)
es un test de normalidad y la hipatesis (1) se puede escribir como
) Hy :d(F)=0
Observacion: La palabra test se usa en este trabajo indistintamente para significar
procedimiento de prueba de una hipotesis estadistica, basado en cierto estadistico o bien

estadistico en el cual se basa dicho procedimiento de prueba, dependiendo del contexto el

significado atribuible.
Ejemplo 1

Sea F una funcion de distribucion con media ug y desviacion estandar o,

entonces si se define d(F) como

Ll



d(F)= | {F(x)-d»(";:Fnzdm";“F): [[F(ur +opt)- SO do(),
F

-0 -t
d es una distancia definida sobre el conjunto de distribuciones F con media y desviacién

estandar finitas. Si F,, denota la distribucién empirica de una muestra de F, nd(F,) es el

clasico test W,% de Cramér-von Mises.
Ejemplo 2

Sea F una funcion de distribucién con media pp y desviacion estandar of,
entonces si se define d(F) como

da(t)

- T i ; O — B
(3) d(F) = [[F(ur + 00 - @(0) (1)1 - (1)’

-0
d es una distancia definida sobre el conjunto de distribuciones F con media y desviacion
estandar finitas y tales que la integral del segundo miembro de (3), existe.

Si F, denota la distribucion empirica de una muestra de F, nd(F,,) es el clasico

test Ai de Anderson-Darling.

1.3 Tests de normalidad de una parte de la distribucién de probabilidad
\

En este trabajo se propone un test para contrastar normalidad de una parte de la
distribucion. Dicha propuesta consiste en la version muestral de una distancia de tipo
Cramér-von Mises con una funcion de peso definitoria de la parte de la distribucién que se
desea modelar, Una descripcion detallada de la distancia usada en la definicion del test se

da en la Seccion 3.1.



Ejemplo 3

Para contrastar la hipotesis nula:

Hp: F es normal a la izquierda de su mediana,

proponemos el test
oo
G) d(F,) = inf j[F,,(en+c:)-¢(t)]2w(t)ddn(r).
<x>0_r_|°
donde w denota una funcién de peso que es esencialmente la funcion indicadora
l(—0,0).Fn es la funcién de distribucion empirica de los datos y 6, es la mediana

muestral.

Asi, (3) es la version muestral de la distancia

o0 0
d(F) = inf('} j [FOF +ot) - D()]>w(t)dd(t) ~ inflJ j [F©F +ot) - D(t)2dd(t)

Xep

= inf j [F(x)- D= )]2d¢*( )

o')U

donde B denota mediana de F.

Entonces d(F) “elige” aquel miembro de la familia normal que tiene la misma

mediana que F y para el cual la discrepancia

X- GF)

j (79 - OB ao(

sobre el intervalo de interés (—oc,0¢), es minima.

Anélogamente,

h



xBF

') =inf j[F(x) o E) a0 ),
OF

“elige” aquel miembro de la familia normal que tiene la misma mediana que F y para el

cual la discrepancia

X.BF

)5

[ 70~ O E ) do

O
sobre el intervalo de interés (O, ), es minima.

Para una funcién de distribucion F como la definida por

F(x)ﬂb(x)sist,F(x):]—%e Tsix>0,

que es normal a la izquierda de su mediana y exponencial a la derecha de la misma,
nd(F,,) tiene potencia igual al nivel de significacion elegido c. O sea, el test ignora las
discrepancias con el modelo normal, que ocurren fuera de la region de interés, en este caso
la mitad izquierda.

Por otro lado, haciendo uso de la teoria desarrollada en el Capitulo 3, es posible
construir sendos intervalos de confianza para d(F)y d*(F), de manera de asignar un grado
de normalidad a cada una de las partes izquierda y derecha de la funcion de distribucion F.

Mediante simulacion Monte Carlo encontramos los siguientes intervalos de
confianza de nivel 0,99, basados en 10000 observaciones:

0<d(F)<0.024E-04 y

1.IE-4<d’ (F)<2.24E-04



Estos intervalos pueden interpretarse comparandolos por ejemplo con las distancias

d(Ty ), donde Ty denota distribucion t con gl grados de libertad, para distintos grados de

libertad.

1.4 Algunas observaciones sobre el uso de los tests de normalidad

Sea xji,..,x una muestra de una variable aleatoria X con funcion de distribucion
desconocida F. Supongamos se quiere contrastar la hipotesis
Ho: F es algin miembro de la familia normal,

Sea T, =d(F,) un test de normalidad basado en alguna distancia d y sea G, Ia
funcion de distribucion de T,, que suponemos es la misma (al menos asintéticamente)
para cada uno de los miembros de la familia normal. Las dos situaciones indeseables
siguientes se presentan con bastante frecuencia:

(1) El test declara normales a funciones de distribucion F que distan mucho de

serlo, cuando el tamafio de muestra es pequefio y

(i)  El test declara no normales a funciones de distribucion F proximas a la familia

normal cuando el tamafio de muestra es suficientemente grande.

Por ejemplo, mediante simulacion Monte Carlo se encuentra que el clasico test de
Cramér-von Mises, con un tamafio de muestra n=50 declara normal a una distribucion

\
uniforme el 53 % de las veces; y con un tamafio de muestra n=500 declara no normal a una

distribucion x2(40) el 83 % de las veces.
Estos inconvenientes no se pueden salvar si no se tiene al menos la distribucion
asintotica del test bajo cada uno de los miembros de la familia de distribuciones

alternativas. El conocimiento de esta distribucion permite usos mas objetivos del test,



como ser medir la distancia d(F)de F a la familia normal mediante un intervalo de
confianza, asignandole a F de esta manera, un “grado de normalidad segun d”.

Este trabajo se estructura como sigue:

El Capitulo 2 trata de un test de normalidad de una mitad de la distribucion. En el
Capitulo 3 se encuentra la distribucion asintética del test de normalidad propuesto en este
trabajo, bajo distribuciones alternativas. En el Capitulo 4 se encuentra la distribucion

asintotica nula. En el Capitulo 5, se dan algunas aplicaciones. EIl Capitulo 6 es para

comentarios y conclusiones.



CAPITULO 2

Test de normalidad de una mitad de la distribucion

2.1 Introduccion

Hay situaciones en las que el interés es modelar solamente una parte de la distribucion
de probabilidades de una variable aleatoria. En este Capitulo se propone un test para

contrastar la hipotesis:

(1) Hy: F es normal a la derecha (izquierda) de la mediana,
esto es, existen constantes reales it y ¢, o >0 tales que F(x)= (D(E) , para todo x>,
c

donde @ denota funcion de distribucion normal estandar.

Pettitt (1976) estudio un test para contrastar normalidad con muestras truncadas que
es mas general que el aqui propuesto ya que se puede_‘ usar para contrastar normalidad de la
distribucion de probabilidad en un intervalo arbitrario de la recta real en lugar de la mitad.
La diferencia con la presente propuesta esta en los estimadores de los pardametros de
posicion y escala del modelo. A pesar de esta aparente no sustancial diferencia la presente

propuesta tiene en general mas potencia que la de Pettitt.



Este Capitulo se estructura como sigue: En la Seccion 2.2 se define el test. Enla
Seccion 2.3 se demuestra la existencia de la distribucion asintética nula del test. En la
Seccién 2.4 se dan sendas tablas de potencias frente a las mismas alternativas, del test

propuesto y del test de Pettitt, a fin de realizar comparaciones.
2.2 El test

En esta Seccion definimos la hipotesis nula y proponemos el estadistico para contrastar la

misma.
Definicion 1

Sea Jp la familia de funciones de distribucion F(.,p,0), pyo >0, nimeros reales
tales que F(x,u,c)=¢(g) para todo x >p, existe dF(x,u,0)/0x y es continua en
c

algin entorno de x =1 y para 0<t<1, las funciones g; y g, definidas respectivamente
por

2i(t) = O F(x, ., 0) /on,

gat) = 0 F(x, 1, 0) /o,

t= F(x, 1, ©), son continuas. Llamamos a S la familia nula.

Definicion 2

Sea F una funcion de distribucion arbitraria con mediana M = F_l(l /2) tal que

10



o

j'(x—M)ldF(x)qo

M

Definimos “varianza derecha de F” por

o7 =2 [(x~M)?dF(x).
M

Definicion 3

Sea F una funcion de distribucion arbitraria con mediana M. Definimos la distancia

de F a la familia nula I, por

X -

My 4o

Or r

)

4(F) = [[FGx) - o S
M

Definicion 4

Sean Xxi,...,x, observaciones independientes de una variable aleatoria X con
funcion de distribucion F y sea F, la correspondiente funcion de distribucion empirica.

Para contrastar la hipotesis F € 3o, proponemos el siguiente estadistico de bondad de

ajuste:

?) X2 :nd(Fn)sz-[Fn(x)—(D(xs-m)]zdtb(xs_m),
T T

m
donde m denota mediana muestral y s, denota “desviacion estandar muestral derecha”

definida por la raiz cuadrada de:



@) s,-zj(x m)2dF, (x) = (2/n) ¥ (x; ~m)*

Xjzm

Similarmente, para contrastar que la mitad izquierda de la funcion de distribucion

es normal, podemos usar el siguiente estadistico:

) m
K{=n [ [F,
-0

donde ahora s, denota “desviacion estindar muestral izquierda”, definida por la raiz

cuadrada de

$? =2 [(x - m)?dFy(x) = @/n) 3 (x; ~m)?

- Xism

Haciendo t= <D(x‘m), se tiene

5¢
l -~
K3 =n [[Fa()-0dt,
1/2

donde 1:‘" denota la funcion de distribucion empirica de los datos transformados

=oEi=m i=1,..,n

Sr

Siguiendo a Durbin (1973a), es simple probar que

\

n
Ki=tt 3 (- Z("J—l)(tm——)

24 j2(n+1)/2 _|>(n+l}/2



2.3 Distribucion asintética nula del test

SeaF € Jp y sea 0 = (11,0) el vector de pardmetros asociados a F. De la definicién

de 3o (Definicion 1) sigue inmediatamente que M = p and o‘? =c2.

Sean Xj,...,X, variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas

(i.i.d.) con funcién de distribucién F. En esta Seccién mostramos que el estadistico K3
(definido en (2)) converge débilmente a una funcion distribucion limite que es
independiente de F € Jp, esto es, la distribucion asintética nula existe y es la misma para
cada miembro de la familia nula .

Usando la notacién de Durbin (1973b), escribimos
I 2
4) K3 = [IR®w(tdt,
0

donde w(t)= 0si 0< t<1/2, w(t)= 1si /2 <t <1 y

¥a®=Vn(E () -1),
es el llamado proceso empirico estimado. Durbin (1973b) encuentra la distribucion limite
de y, cuando el modelo y los parametros satisfacen las condiciones A; y A; (ver pag.
281). Es facil mostrar que las condiciones A; se satisfacen para cada uno de los miembros
de la familia nula Jy. Respecto de los estimadores de los parametros, la teoria de Durbin

\
requiere asociar a cada uno de ellos una funcion I, que satisface

; n
5) Jnd; —ei)=-j=21i(xj.e)+em.

n J=]
donde ei, converge a cero en probabilidad. En nuestro caso la funcién | asociada a la

mediana muestral es su funcion de influencia dada por

13
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2

l(x)= [21 (g o) (x = ) - 1],

mientras que la funcién | asociada a s? (definido en (3)), viene dada por
= 2 2 2
(%) =(2(x - )" —4067)(g.cc) (x — 1) +057,
Esta se encuentra aplicando la teoria de von Mises sobre los funcionales estadisticos

(Serfling R.J (1980), Capitulo 6). Mediante simulacion Monte Carlo se verifica que 1,

satisface (5).

Teorema 1

Sean Xi,..,X, variables aleatorias ii.d. con funcién de distribucion FeJg .
Entonces el proceso y, , el integrando en (4), converge débilmente al proceso gausiano
yy con media cero y funcion de covarianzas

p(s,t) = {min(s,t) —st —h'(s)g(t) —h'(t)g(s) + g'(s)La(t) }y w(s)y w(t),

donde,

L= 3'0'2!2 —oB-JIrz'Z
—0'3v':rf2 504

y g, h son funciones vectoriales con componentes g, h;, i = 1, 2, que satisfacen

g1(t)= —éd:((l)_l (t)'), sit=1/2

g0 =——— 0~ (@ ®), sit>1/2
2c-

hy(t) =6/ 2)(t-1), sit=1/2

hy () =o[1- =20~ ()@ (1)), sit>1/2.



Ademés como K% es continua en la métrica de Skorokhod se sigue que K%

converge en distribucion a la variable

1 |
[y@wdt= [y(na.
0 1/2

La Tabla 2.1 contiene algunos percentiles superiores de la distribucion asintotica

nula de K%, estimados mediante 40000 réplicas Monte Carlo, para los tamafios de muestra

n =51, 101 y 201. En ella se observa que los valores correspondientes al tamafio muestral

n=201, pueden tomarse como los percentiles de la funcion de distribucion asintética.

Tabla 2.1

Percentiles superiores de la distribucion asintética nula de K%,

estimados mediante 40000 réplicas Monte Carlo

n |0.50 0.75 0.90 0.95 0.99

51 |0.020 0.032 0.050 0.065 0.101

101 10.020 0.032 0.051 0.067 0.104

201 [0.020 0.033 0.051 0.065 0.104

2.4 Potencia del test

La Tabla 2.2 contiene para un conjunto de alternativas la distancia a la familia nula
3, v la potencia estimada. Por otro lado la Tabla 2.3 da las potencias del test de Pettitt
calculado usando los estimadores de Gupta para los parametros, para las mismas

alternativas y los mismos tamafos muestrales n =51, 101 and 201. De la comparacion de

15



las Tablas 2.2 y 2.3 surge que el test propuesto tiene en general (para las alternativas

consideradas) més potencia que el test de Pettitt.

Tabla 2.2

Potencias de K%

Alternativa D(F)x10* Probab.de rechazar HO
n=51 n=101 n=201
Normal 0 0.052  0.050 0.050
Exponencial-normal continua * 0 0.053 0.054 0.050
Exponencial-normal discontinua ** 0 0.052  0.047 0.052
Normal asimétrica (o=1,0=3) *** 0 0.087 0.082 0.087
Weibull 4 0.0604 0.049 0.053 0.070
Weibull 2 0.3827 0.075 0.099 0.122
Logistica 1.2033 0.128 0.179 0.276
Gumbel 4.0038 0.234 0.400 0.623
$(4) 4.4979 0.267 0427 0.684
Uniforme (0,1) 7.6226 0.295 0.650 0.951
Laplace 9.0682 0389 0.649 0.898
Log normal (n =0, o=1) 45.863 . 0.793  0.969 1.000

*  F(x)=(1/2)exp(~2/nx)si x <0, F(x)=D(x) six>0
¥ F(x)=(1/2)exp(x)six <0, F(x)=®(x)six =0

e F(x)=®(x)six<0, F(x)=®(x/3)six=20

16



TABLA 2.3

Potencias del test de Pettitt

Alternativa Probab.de rechazar HO
=51 n=101 n=201
Normal 0.062  0.051 0.052
Exponencial-normal continua * 0.058 0.050 0.051
Exponencial-normal discontinua ** 0.046  0.047 0.047
Normal asimétrica (o=1,5=3) *** 0.044 0.038 0.038
Weibull 4 0.074 0.077 0.102
Weibull 2 0.034  0.036 0.045
Logistica 0.043  0.070 0.169
Gumbel 0.051 0.132 0.363
x%(4) 0.055 0.129 0.368
Uniforme (0,1) 0.636 0917 0.998
Laplace 0.097 0.273 0.623
Log normal (p =0, c=1) 0382 0.775 0.987

2.5 Comentarios y conclusiones

En este Capitulo se presenta la idea de contrastar normalidad de una mitad de la

distribucion de probabilidad. El test propuesto se compara favorablemente con el test de

17



Pettitt aun cuando este ultimo fue pensado como test para muestras truncadas. En el
Capitulo 3 la idea de contrastar normalidad de una mitad se extiende y se propone un test

para contrastar normalidad de una parte determinada de la distribucion de probabilidad.

18



CAPITULO 3

Test de normalidad de una parte de la distribucién

3.1 Introduccién

Dada una muestra de observaciones independientes de una variable aleatoria X con

distribucion desconocida F, un test para contrastar la hipotesis
(1} H 0 Fe3,

donde I denota la familia de distribuciones normales, se denomina test de normalidad.

Mas precisamente escribimos 3 como:
3 = {F :existen nros. reales |1, 5, o > 0 tales que F(x) = (D(H), para todox real}
c

P i .« s . * ’
En este capitulo consideramos una hipotesis nula Hy mas general que Hy.

Dados p; y py,numerosreales0<p| <p, si, sea
@) Hg :Fe 3PP
donde 3PP} denota la familia de distribuciones F, F normal en el intervalo

(F Y (py),F ' (py)). Mas precisamente,

19



3{91-02) =
(F : existen nros reales i, 0,0 > 0 tales que F(x) = @(ﬁ), para todox € (F'I (P1)s Fl(py)}
c

En particular si se toma py=0,py =1, las hipotesis Hy yHF, son idénticas, de
manera que Hg es un caso particular de Ha.

Sean pj,p, numeros reales, 0<p; <p, <1, sea F una distribucion arbitraria yF'l su

inversa, F"i(p) =inf{x:F(x)>p}, 0<p<l1 . Introduciendo la notacion mas breve

ki =fb—1(p1),k2 =(b'](p2), definimos distancia de F a la familia 3PPy de la

siguiente manera:
O Silppal=(01], AV ®=inf [ [FOF +00-0OI 40,

o0
: -1,1
donde OF denota la media deF(x) , 0 la mediana F '(E) ,deF.

-

() SiZelprpal p2-p1<l,
4O F) = inf [[F(Op +o1) - POI* (), donde Op =F" ).
(i) Si p, <%, dOF) = infO j: {[FOF +o(t- 7 (p2)) - P17 d(D)dt,

donde B = F_l(pz)
(iv) Sip >% , dO®) = inf j,f [F@OF +o(t-® 7 (p2)) - DM d(D)dt,
donde Of = F_l(pl).

Asi d© es un funcional definido sobre el conjunto de todas las funciones de distribucion

(para las cuales B existe) y se tiene que Fe 3PuPy) g ysolamente si O (F) =0



Si Fydenota la funcion de distribucion empirica de una muestra x,,...,x, de una
variable aleatoria X con funcién de distribucion F,
) k,
4O (Fy) = inf [ [FOF +0t) - OT o(t)dt
o>0"K,

=inf J:o[Fn ©OF +0t) - DO T k)t

c>0
es el llamado estimador plug-in de d® (F), donde
L k) () =1 siky <t<ky y I (k) ky) (1) =0, de otra manera .
Determinar la distribucién asintética de d® (F,), presenta dificultades teoricas
importantes, debidas a la funcion indicadora en la definicion de la distancia. Para abordar

este problema hemos modificado la distancia d(*) reemplazando la indicadora por una

version suavizada w la cual depende de un nuevo parametro g>0. Para cada

&> 0encontramos la distribucion limite del estadistico plug-in d® (F,)de la distancia

modificada
d® (F)= inf;) EQ[F(BF +ot) - (D(t)]2 w(t)d(t)dt

Si bien es cierto que la distribucion limite de d© (F,) no se calcula, puesto que
£>0 se puede elegir tan pequefio como se quiera, proponemos extender a d©@ (Fy) los

resultados tedricos validos para d® (F, ), haciendo tender € a cero, esto es reemplazando
\

en cada resultado tedrico, w por lim w =1, ,). La validacion de esta propuesta se
g—0

realiza mediante experimentacion Monte Carlo.



3.2 Preliminares

Sea F una funcion de distribucién y k; <k, nimeros reales cualesquiera o bien

kj=-2 0 ky=+% 6 kj=-w ky=1+0, simultineamente. Definimos la funcion

k .k, « g
di_- 1Ka) , sobre el semiplano - < p <, 6 >0, mediante

k)
d %k,. k,) (L0)= J[F(!-l +ot)—D(1)]% d(t)dt
k

= [[F(u+0t)- DO §()Ipx k(e

-0
Si F tiene puntos de discontinuidad, la funcion dg“‘k’), aunque siempre continua,

no es derivable sobre una infinidad de puntos de su dominio. Una manera de evitar este

hecho, es reemplazar Ik, k,]» por una version suavizada w definida por:

ky

w(x)= wKiks8) (x)= L(x_ ) si ky esfinito, ko =+
e

x -k

NN ORI S & by sonetios ik
€
X"k2

€

=1-L( ) si kj =-m,k, esfinito

donde £>0 y

L(x)=0 si x<-1
=l+3x5+£x"+5x3 si-1€<x<0

2 2
a0l il Siney ey

2 2

=1si x21

(]
(8]



La funcion de peso w es continua juntamente con sus tres primeras derivadas,
sobre todo el eje real. Esto asegura que
o0

429 (4, 0)= [[F(u+ot)- DM w(d(D)dt

—0
es continua y tiene derivadas parciales hasta de segundo orden, continuas sobre el

semiplano —o <t <, 6>0.

Nota: A fin de simplificar la notacién, de ahora en adelante se suprimiran los superindices.

Asi, escribiremos dg (i, o) en lugar de dg,-kl‘kz’“)(p, 6), w(x)en lugar de w(k1:k2:8) ()

etc.
Formas alternativas de escribir d%kl‘k?-‘c) (1, 0) son las siguientes (Ver A.2)
() dp(p,0)=- ja(t)dFl (L+ot)+2 JB(t)dF(u+ct) +k
donde
] 1
o(t) = [wx)hdx, BH)= [wx)@E8(dx.,
k = ~2B(e) +a(@)+ [ (x)w(x)d(x)dx
@ \

dp(n,0) = [FA(u+ot)w(t)d(t)dt -2 [F(u+ot)w(n)o()@(dt + [ @2 mwdat

—x —c0 =00



3.3 Distribucién asintética alternativa de d® (E,)

Sea £>0 y sean pj,p, numeros reales 0<p; <p, <I. Sea X una variable
aleatoria con funcion de distribucion F tal que d(s)(F)#O y sea F, la funcion
distribucion empirica de una muestra aleatoria de X . Nos proponemos a continuacion
determinar la distribucion asintética de d®)(F, ). El calculo de la distribucion asintética

nula de d®)(F, ), se desarrolla en el Capitulo 4.

Comenzamos esta seccion demostrando un resultado de utilidad en demostraciones
que siguen. Por brevedad en adelante suprimimos el superindice & en la notacion de

distancia.

Lema 3.1

Si O, £~1——>GF, entonces
P
) df, OF, ,0)——>d(BF,0),
0 CP 3]
(©) 2 d, (65, ,0)———>~—dp(BF.0) ¥
(90] ca
8 p1 8
@) < dr, (6F,,0) ———>—=—d§ OF,0),
(0] (g0]

uniformemente sobre cualquier intervalo de la forma 0<a<o<w®.

Demostracion de (5).



Haciendo uso de la formula

dr(w0)= | Fz(u+ct)w(t)¢(t)dt—2_[F(u+cst)w(t)¢(t)¢(t)dt+ [ @2 @wnpdt

—o0 —00 o)

y escribiendo por simplicidad €, en lugar de O | se tiene:

df, 0n,0)-dp(BF,0) = [[Fg (0, +0t)~F* @ +ot)Iw(t)b(t)dt

—00

~2 [[F, (0, +0t)~F(OF +ot)Iw(t)d(t)(t)dt

=An(0)+Bn(c)=
donde

An(0)= [[Fj (0, +ot)-F2 (O +ot)w(d(t)dt,

-0

By (0) =2 [[F, (0, +0t)~F(OF +ot)Iw(t)d()®(t)dt
—o0
Se quiere probar que, elegido a>0, ambos A n(@) y Bp(o), tienden a cero con
probabilidad 1, uniformemente sobre O<a<o<w. Llamando g(t)=w(t)d(t)d(t),
escribimos
By () =—2 [[Fa (8, +0t)~F(@F +ot)la(t)dt.
—00

Haciendo el cambio de variable 8f +ot = x , tenemos

x_

E]F)ldx
c

By (0)=-2 [ [Fy(x+0, -0F)-F(x)lk( =



KBF

=-2j Fp(x +0, -0 )a( )1dx+2°f

- —m

—dx.

Haciendo nuevo cambio de variable x +0,, — O =t en la primera integral, se tiene

B, (0)=-2 | Fy(t)a(

—00

l"'en
g

l o
)—dt+2 |

o]
-0

Aplicando el teorema del valor medio del calculo diferencial a la funcion g, en el

: t-0 t—-0 s
intervalo con extremos en los puntos 1y F | escribimos
c

g
By (0) = [ ~2[Fa ()~ F()]s(—
L0 —OF eF ]’F(t) (= eF 19“ ep)d,
O‘ (8]
donde A =A(t,n), O<Ai<l.
Luego,
1B (0)1< 2500 | o ) FO! [1a0 k2 2a 0] rlj| On 0% ax,

—a0

Como sup|F,(t)-F(t)|— 0 con probabilidad 1 (Glivenko-Cantelli) y |8, —8F [0, con
t

probabilidad 1, para completar la prueba de que B,(g)—0 con probabilidad I,

uniformemente sobre 0 <a <o <o, es suficiente probar que:

'
\

®) fletldx <oy
9 Existe B=B(a) talque — J |g'(x- le )1cb< <B,

para todo n suficientemente grande.



Prueba de (8)

I g0 lgx= I wORCORSESE S i E j el

-0 -0 —o0
Para demostrar (9), observamos que | g'(x)|< Ad(x)[1+|x|], para cierta constante A>0.
Entonces, aplicando el Lema A.1.1 con ag =1, by =0, k=1, se tiene

Para todo o >a y para todo n suficientemente grande,

—OF

—ju,(x A2 0F g <——j¢(x . el T W Rtk 1%

A _1x,
<= fCe 4 (1+|x|dx
a—w

donde C se calcula con (4 ) de Lema A.1.1. Llamando B = _AE (9) queda demostrado.
a

Para demostrar la convergencia de A, (c), se procede paso a paso como en la

demostracion anterior , tomando g(t) = w(t)¢(t) y teniendo en cuenta la identidad

iy (1) = F2 (1) = [Fy (0 + FOI[Fy (1) ~ (O]
Demostracion de (6) y (7).

Es importante destacar que la convergencia dp (Of ,0) —>df(OF,0) se demostro

sin realizar restricciones sobre F. Asi, escrita d, enlaforma (Ver A.2. (3))

dp(u,0) = jF%pmt)g(r)dt-g [Fu+ot)h(t)dt +K

-0 -0



la validez del resultado se debe a
(1) la consistencia fuerte del estimador de posicion

(i)  la existencia de las derivadas g' y h' sobre todo el eje real

(i) y la existencia de sendas funciones mayorantes parag'y h'; funciones con

ordenadas de la forma A¢(x)[1+1x'|+---+]x}k], donde AcR, A>0,keZ,
k=0.

Luego, la validez de (6) y de (7) sigue inmediatamente puesto que (Ver A.4, (4))

5 (1,0) = =-dp(1,0) === | F(u+ oOw(0b(0] &t + 2 [P+ ot ltwOeO]d

y

" 2 w
41 (1,0) =2 dp (1.0) = [F2(1-+ o) QIO OROTHIWIOT' e
oo o o

2 [ B+ o) W EOOPOT+HIW O]t

O

Entonces, para demostrar (6) llamamos
g(x) =[tw(x)b(x)]' y
h(x) = [tw(x)d(x)P(x)]

y comprobamos que, para cierta constante K >0 y para todo t real,
. 3
| ) KK dE+ x|+ x> +[xP] y

|1 () K K G0+ | x| +1x)12 +]x ).
En cambio, para demostrar (7), llamamos
g(x) = 2w ()OO XDW ()0 ¥
h(x) = 2[xw (X)) +x[xw ()P (x)]"




y comprobamos que, para cierta constante K, >0 y paratodo t real,
ISR+ x| +1x | +]x P+ Ix[* +x ]y

10" YIS KadGo)[I+ | x [+]x P +1x PH[x[* +]x[*].

3.3.1 Existencia y consistencia de un estimador de escala por distancia minima.

Teorema 3.1

Si
(i) inft')dp(ep,c) es alcanzado en algiin punto 6 >0y
G>
. 0%
(i) ~ 5 9F@F.0F)>0y
ls)
(i) &

an ———?»91:.‘,

entonces existe Of, >0, minimizador local de d, (8, ,o) tal que oF, CP1 op.

Demostracion:

Para todo >0, definamos las funciones dg, dIF y dF mediante:

dp(o)=dg(BE,0)

45 (0)= < dg (OF,0)

-

3

'
]

dF(0) =—dp (OF, o)

a2

(e}



Por ser op un infimador de dp, d'F(cF)=0 y como d'}': es continua, por el
teorema de la permanencia del signo, se tiene que d"p(c)> 0 para todo punto ¢ de un
cierto entorno N=[of -06,0F +08] de of y en consecuencia que di.- es una funcion
estrictamente creciente en N y tal que d'F (cp-9)<0, d'F(cF +8)>0.

Entonces, elegido 5 >0, 5 <8, si X],X3,.. es una sucesion de observaciones
independientes de X ~F, para la cual G‘Fn — 0Op, en virtud del Lema 3.1, tenemos que
existe ng =n0(5*) tal que para todo n2ngy existe un fGnico punto

* »
OF,,OF =0 <Of, <OF +8, tal que df, (oF, )= inf , 9§, (9).
oe[op-0 ,Oof+0 |

Resumiendo: Puesto que Of &GF, se ha demostrado la existencia y

consistencia fuerte de un estimador of para op. Por brevedad, de ahora en adelante se

denotara a este estimador con G ;.

3.3.2 Distribucion asintotica del estimador de escala

Teorema 3.2

Sean X,,...,Xp,X variables aleatorias iid segan F; sea Op un parimetro de

posicion de F (tal como la media o la mediana) y sea 6, =0, (Xy,...,X},) un estimador de

8g:
Si
(i) Oy — 6 ,
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(ii) existe 1" :R! > R! tal que EQ*(X)=0y

n
JIT(BH -0f) =:}—EZI‘(}:§)+S; , donde e; ——P—>0,
j=]

entonces, o, (el estimador de escala cuya existencia y consistencia se muestran en el

Teorema 3.1), tiene las siguiente propiedades:

ZI (x;)+€, , donde En LN
i=1

‘\/_(Un _UF)“ ‘[—'

o

1"(x)= ; jzu],( NOE F(l)l[F(l)a( F) =L SF)]m
OF

'''' - dp@F,0p)oF
o>

1 Itr (t)a "( F) 2F()b" ( ;i’:)]dt]l'(x}.

-2

3,
— dF(BF,UF)UF
o2

a(t) = tw(Dd(t), b(t) = tw(BH(P().
Demostracion: Ver Seccién A.5 del Apéndice.

Corolario 3.1

De la aplicacion del teorema limite central y del teorema de Slutsky, sigue que o,
el minimizador de dy_ (8,,0), es

AN(cF,ﬂF—) .

donde



B(F)= [[1™ (x))* dF(x)
Ejemplo 1

Si w(x)=1y F(x):CD(iiE), ~0o<PU<0,6>0,

1**(x) = 6(3/3)n] -¢2(" B

n\f

Es facil probar (y no incluimos los calculos) que si X ~ N(u, o2 ) , entonces
2
i
EQ*x))=0y v x)=2-(Z=-9
)=

Esto es,

2
G esasintoticamente normal (c (—j—z -9)/n).

Por otro lado, es sabido que si S;, denota la desviacion estandar muestral, entonces

2
sl G
S, esasintéticamente normal (o, -—-2 ).
n

De manera que la eficiencia relativa asintética de o, respecto de S, esde

24 2
U—f—(—z—?--@) 0.65.

2 4.5 ,

Ahora bien, por ser | una funcion acotada o, resulta ser un estimador robusto de o .
En realidad o, estima la desviacion estandar de la normal més proxima a la distribucion F

muestreada, segin la distancia de tipo Cramér-von Mises elegida. Si F es normal , la
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normal mas préxima a F es ella misma y en consecuencia o, estima su propia desviacion

estandar,

Mientras que para muestras de una distribucion N(pu, cz), o, tiene una eficiencia
relativa asintética de solamente el 65% para estimar o, es superior a S,, para estimar la

escala, si se desea ignorar las observaciones andmalas. Por ejemplo, para la normal

contaminada
(1= p)N(0,1) + pN(0,5%), p=0.008,

Spestima su desviacion estindar o =+/1-p+p52 ~1.092; en cambio o, estima la
desviacion estandar de la normal mas proxima (la cual resulta ser proxima a la N(0,1)), con
la ventaja que V(o) es mucho menor que V(S,).

La Tabla 3.1 muestra estos resultados mediante intervalos de confianza de nivel nominal
0.99 (obtenidos mediante simulacion Monte Carlo) paraE(S, ), V(S,), E(c,)y V(o,),

calculados con tamafios de muestra n=50, n=100 y n=200.

Tabla 3.1
Intervalos de confianza para E(S,), V(S,), E(c,)y V(o). N° denota
el nimero de réplicas Monte Carlo empleadas en cada caso.
n [E(Sy) V(Sn) E(on) V(on) N
50 [(1.058,1.062)|(0.043,0.046)((1.011,1.014)| (0.016,0.017) | 144702
100((1.074,1.077)( (0.02, 0.027) ((1.010, IA(.}IZ) (0.0079, 0.082) | 116569
200(1.080, 1.084)|(0.014, 0.016) .(1.009, 1.011){(0.0039,0.0041) | 35054




Teorema 3.3

Sea F una funcion de distribucion tal que d® (F)#0. Entonces si 6, y o,

satisfacen las hipotesis:

® 0, —58,, 0 — s

(ii) existe 1" :R! - R! tal que E(*(X)=0 y

n
V@, —eg:-j:zf(xi)ﬂ; ,donde &%, —F 50,
L
se tiene que
I n
Vn@® (F,)- d‘“’(F))=T21(xi)+sn ,

L

donde

d *
I(x) =—dp@p,op)! (x)+
ou

T t-0p.. t-6p., t-6p
J| 2oy O~ FONF) - O =y =2y =) Ly, oo <x <o
b OF OF OfF Of

¥ \

€n P >0

Demostracion:
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Siguiendo a Boos (1981), Teorema 4.2, escribimos:

dp, (0n,00)—d§@F,0F)=An +Bnp,

donde

Ap =df, OF,0r) - drOF,0F),

B, =dg, (8;,0,) - dp, OF,0F)-
d a . . e ol = 0
Por ser an,a—dF“ yggdpn, funciones continuas sobre el semiplano—o© <pu<®,6>4,

¢l teorema del valor medio da:

a » ' a " '

VnBy =—dg, (8p,63)@n ~OF) + =—dF, @n,00)@n ~OF);
op co

donde

0} =65 +A0p —BF) ¥ O =0F +A(Op ~OF), A=), 0<A<l.

-~

Luego, sumando y restando aiudp(ep‘o'p) y %dp(&F,GF), escribimos

B, =§;—dy(ep,cp)ﬁ(9n ~6F)

2 dr, @h.0n) - £ dr ORI (e ~6p)

ol

-’rﬂidF(GF,GF)\[E(O’“ —GF)
(9,0]
+1Zdg, Oh,0n) ~ - dFOF.0F)Nn(Gn ~OF).
g oo

Ahora, usando las formulas (2) y (4) de la Seccion A.4.1 del Apéndice, tenemos

JaB, =§£dF(ep,cF)JH(9n -8f)



+ (= [F2@) +op0wo] dt+—= [Fy (@ +opow®owom] d

n —wo n -w

+i IFZ(GF +opt)w(td(t)] dt —;2— I FOp +opt)[w(dt)®(t)] d)vn(®, - 0F)
—00 F—m
T oy
P n —OF

+— [E2@, +opnlw@dO] dt-+—= [Fy 0 + 0, blwo@o]

o'n-m Il =0

+§; IF2(BF +th)[tw(t)¢(t)]'dt~£ IF(BF +opt)tw(t)pt)®(t)] dtWn (o, —oF)
0
=~5Edf=(ep.c,=)JE(en -0F)

0
+ A Vn(@n ~O) + —dp(©F,0pWn(0y ~0F) + Az Vn(Gn ~0F).

Puesto que por hipotesis 6, y o, tienden con probabilidad uno a 8 y of
respectivamente, de la aplicacion del teorema de la convergencia dominada, sigue

inmediatamente que A, yA,, tienden a cero con probabilidad uno; y como
vn ©®,-9p) y vn (o, —oF)tienen una distribucion limite, se deduce (Slutsky) que tanto

A vn (6, —BfF) como AZHJH (o, —OF) tienden a cero en probabilidad. Entonces,

haciendo uso de la hipotesis (i) y de g-d F(Op,0F) =0, setiene
oo

L n
25) +mB, =%Z%dp(ﬂp,cp)l*(xi)+e“, donde 8, —F>0,
e

Por otro lado,

An = an {9]:,0’|.‘) —di:(ef.‘.cp)
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- J;{[Fn O +opt)-O(1)]* ~[F(OF +0Ft) ~ () Jw(t)o(t)dt

g0

= [[F,(8F +0Ft) ~ FOF +Opt)][Fa (O +Opt) + F(BF +Opt) ~20()]W(1)¢()dt

= [[FyOF +ort)~F@F +opt)]* w(t)o(t)dt

=0

+2 [[Fy OF +opt) ~F(OF +opt)][FOF +0pt) - ®(OIW(DH(t)dt

—a30

Como

Vi [[F,(©@F +05t)-F@F +opt)] w()d(t)dt——0,

—0

VA, =240 [[F, @ +05t)-FOF +opD)]F@F +0rt) - ROWDd + |

=0

donde &, —£50

De la definicion de F,
1 n
Fy(x) = ;Z I(—m.x](xi)s
i=1
sigue que

F,(BF +ofpt)=— ZI(—wGle](x )=— z \, 0;: )
M=) 3 M =l GOF

En consecuencia

(26)

A, = Z j 21 50, (t)—F(GF+0Ft)][F(9F+GF1)—¢){t)]w(t)¢(1)dt+5n

_1 s
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De (25) y (26) se obtiene finalmente

-~

1(x>=§£dF(eF.an*(x)+

_[ 2ljx ) OF +0Ft) = F(@OF +opt)][FOF +opt) - D(t)]w(t)(t)dt

=00

que, haciendo el cambio de variable 8y +o gt =y, se puede escribir en la forma

;(x)zaidF(BF.cF)l*(XH
L

=] -0 -0 =0
[ 2. (9) = F9IF(y) - 0 GFan(”cFF)d’(ycFF’éd”

Ejemplo 2

Si F es la distribucion doble exponencial
l X - l - .
F(x)=;e‘ st x<0, F(x):]--ie si x20 y

O =0, of denotan respectivamente la mediana de F y el infimador de la distancia

d(F) = inf’ [[F@F +ot) - DO w(D)d(t)dt,

entonces

@7) I(x)= [2[F(ort)- OBt - A,
I
OF

donde

A= [2F(@p)[Fort)- OO,

-0




paraclcaso py =0, py =1 (w(t)=1) y

(28) I(x)= [2[F(opt)- DOB(t~2B six <0, I(x) =0 six 20,
o
donde

0
B= j 2F(cpt)[F(opt) - DOB(t)dE,

—0

1
parael caso p; =0, pa =~2— (w(t)= I(_m__m(t)}.

En efecto:

En el primer caso, segin Lema A.4.2 del Apéndice,
0
—dg(@Ff,0F)=0,
oy

y en consecuencia

I(x)= O_[Q 2[1131‘60)(‘)'F(UFt)][F(UFt)' ®()kh(t)dt = T2[F(0Fl)-‘l>(i)]¢(i)dt Tl
o lop X
oF
Asi, si x<0,
I(x)= ?Z[F(Uyt)-d)(l)}b{t)dt + T?{F(cgt)- O(t)P(t)dt - A
(29) o K

=0+ j AF(opt)- POB®)A - A

SF
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En cambio, si x >0,

(30) )= [2[F(op0)-DR(1)dt- A
X
o

Luego, (27) sigue de (29) y (30).

En el segundo caso,

1(x)=é%dp(eF,aF)1*(x)+

| A x O~ FOp)IFoRt) - )W (td(t)dt
-0 GF.
donde,
2d :(0p,0 ):—1—- T d:(t)dfz(c t)——2- ?d:(t)d)(t)dF(o 1)
o F\YF.OF or o F UF_W F
0
= [2F(opt)2F(opt) - DOM(t)dt = B
y

* 1 X
I'(x)= m[l ~2l(0) (;)] .

de manera que , si x <0,

0 0
I(x)=-B + j 2F(opt)[2F(opt) - D)P(t)dt - B = j 2F(opt)[2F(ot) - () B(t)dt - 2B .

oF oF
En cambio, si x >0,

I(x)=B+0-B=0.

El parametro o y las constantes A y B fueron calculadas numéricamente obteniéndose:
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O =1.09, A=-3 93E-03 y B=-2.11E-03. Las Figuras (3.1) y (3.2) muestran las graficas

de las correspondientes funciones .

Figura 3.1
Funcién | asociada al estimador de la distancia d(F).
Caso py =0, py=1. F distribucion doble exponencial,

OF mediana de F, G minimizador de la distancia.
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0.000

-0.005

-0.010
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Figura 3.2
Funcion | asociada al estimador de la distancia d(F).
Caso p; =0, py =1/2. F distribucion doble exponencial,
O mediana de F, o minimizador de la distancia.

0,008 g ,: % g

0.002
0000
-0002

-0004

-0006 i i i .
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Corolario 3.2

Sea £>0 y sean p;, pp numeros reales 0<p) <pj <1.

Si d® (F)#0, entonces




d®(F,) es ANA® (F), 5?).

donde

A(F)= [12(x)dF(x)

3.3.3 Estimacién de Ia varianza de la distribucién limite de c!(’:"'(Fn ).
Se propone el llamado estimador plug-in.

Caso: O es la media de F.
F(x)=x-0p

0

I(x)=—dpOF,0p)" (x)+
au

PU[x.m) (OF +0Ft) - FOF +0pt))[F(OF +opt) - D(t)Iw(t)d(t)dt

—20

X 91:+

109 = [ WOMOIF? O +op1)-2 I wmo)dF©x +op0] ;F

_[2[11x,m)(91-‘ +0t) -F(OF +opt)][F(OF +Opt) - D()]w(t)(t)dt

-0
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Llamando

A=op %dp(ﬁp,cp) == [F2 @ +op 0w di+2 [FO 4o pOwOs0)d)] di,

-0 -0

escribimos

V(I(x) = J'IIZ[I[W)(GF +6pt) — FOp + 0p)][F(Op +opt)— O] w(O)d(t)dt + A > FF I E)PdF(x)

=00 -0

Entonces si denotamos por G, a la funcién de distribucion empirica de los datos

transformados t; = xi&e“, esto es G,(1)=F,(8, +o,t), el estimador plug-in de
On

V(I(X)), viene dado por

Gl VIX)=

1] 2@ 0 -Gy G (-0 b0+ A X0 220 24r, )
n
LT x X;=0,
=2 [2lly; ) On +620-G, (l)][Gn(1)—‘D(l)]w(i)db(l)dHA\’T]Z
i=1 -0

= %Zi [ 2011, 00) (D =G (ONG, () - POV + At 12,

i=1 —o0

donde

- [ G OOO] dt+2 [ G O] dt

- -0




Caso: Of es la mediana de F.

e X BF o 1 x
I (x)= 2F'(9 )[ =200 ( = )= 2F Oy )sgn ) six#0p

V(X)) =

IIIZ{II\ w0y @5 +0 ) ~F(Op +0p0)][FOF +opt)— ¢(l)]w(t)¢(t}d£+-———[ (x))2dF(x)

~00 —00
Para este caso, proponemos:

V(X)) =

[ 12010y @+ 0= G (O1[Gr ()~ BOIWO (1) + - Q(B )sgn(x;f“ )12 dF, (x)

-0 -0 Un n

donde F' denota al gun estimador consistente de la densidad F'.

Por ejemplo, si se toma el clasico estimador

Fa(y+hy)—Fp(y—hy)

,hy—0, nhy 5w,

2h,
se tiene
A1 _A by
on 2F'(0,) ©p Fa®n +hy)-Fa(®y —hy)
P L #
_ Ahy _ Ahg,
= i * *
Fo @y +0nhy)~Fy(@n —0ghn)  Gp(hp)-Gp(-hy)
%
donde h, =—".
n
Asi, \
i,
oF 2F (OF)
se estima consistentemente por
Ahy

Gp(hy)=Gy(-hp)’
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donde h; se elige de manera que h; =0y nh,*1 — @, obteniéndose en definitiva

(32) VX)) =

I& T Ah;,
=1 [ 21 229 (0 = G (VG ()~ OO + ————1——sgn(t;)]?
L i=l Gn(hn)_Gn(_hn)

3.3.4 Intervalo de confianza para d® (F)

Aceptando que V(I(X)) es un estimador consistente de V(I(X)) y usando la teoria

asintotica desarrollada en este capitulo, por aplicacion del teorema de Slutsky sigue

inmediatamente que:

(d(n)(Fn) +Z5/2 XQ-(-Q 3 dts)(Fn) +Z1_8/2 ALE)

n

)s

donde zj denota el percentil § de la distribucién normal estindar, es un intervalo

asintotico de nivel 1-8 para d® (F)=0.

Nota: Puesto que €>0 se puede elegir tan pequefio como se quiera, aceptamos sin

demostracion (y verificamos mediante simulacion Monte Carlo) que la teoria desarrollada
para el estimador d® (F,) de d® (F)#0, es validaisi se toma w =1y, x,]. En este caso

estimando y estimador se convierten respectivamente en:

dF)=inf [IF(OF +00)- P L1y (OO y

d(Fp) = inf [[(Fa®n +0t)- DOF Ik, 1,1 (DO(1)dE

46




A fin de que el lector tenga un conocimiento minimo sobre el comportamiento de
estos intervalos, damos en la Tabla 3.2 algunos, de nivel nominal 0.95, para distintos

estimandos d(F) y distintos tamafios de muestra. La Tabla 3.2 contiene ademas el error

51
relativo promedio (ERP) de los intervalos dados. Esto es, ERP:lZ%, donde [;

5 i=l

denota longitud del intervalo i-ésimo, i =1,...,5, en cada caso.

Tabla 3.2
Algunos intervalos de confianza de nivel nominal 0.95 para d(F)

Extremos estan multiplicados por 10°.

F 10"d(F) | n=500 ERP|N=1000 |ERP|n=4000 |ERP|N=8000 |ERP
(0, 6.3) (0, 3.0) (0, 0.92) (0.21, 1.10)
(0,3.7) (0,2.2) (0, 0.52) (0.03, 0.63)
Weibull 4 (034 [(0.2.3) |5.00((0,4.4) |[4.1 [(0,1.05) |1.21((0.07,0.73)|1.01
(0, 1.4) (0, 1.4) (0, 0.70) (0.06, 0.70)
(0,3.3) (0, 2.9) (0,0.91) (0.05,0.70)
(0, 8.5) (1.3,83) (3.2,7.0) (3.1,5.5)
(032, 10.7 (1.8,9.3) (2.8,6.1) (2.4,4.4)
x2(40) [343 |(0,7.87) [1.12|(1.1,7.8) {0.90((3.4,7.0)|0.48|(3.6,6.2) |0.32
(0, 3.03) (0, 3.36) (1.5,4.1) (1.7,3.5)
(0,8.7) (0.7,7.0) (2.1,5.1) (2.3,4.5)
(4.2, 12.3) (4.4,9.4) (4.8,7.2) (5.2,6.9)
(5.0, 13.3) (5.5,11.2) 4.7,7.1) (5.1,6.8)
Uniforme |6.02 [ (2.8, 9.7) |0.62[(3.4,7.7) [0.42[(52,7.6)[0.20|(52,6.9) |0.14
(3.6, 10.9) (3.8,8.7) (4.9,7.3) (5.2,6.9)
(3.2, 10.1) (3.9,9.1) (4.7,6.9) (5.1,6.8)
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A modo de referencia, la Tabla 3.3 contiene la distancia d(F) para algunos miembros de la

familia ji cuadrado, para los casos kj =—o,k, ==; kj =—0,k; =0 y k; =0,k =.

Tabla 3.3
Distancia d(F) multiplicada por 10,

F distribucion ji cuadrado con gl grados de libertad.

gl | Caso: ky =—w0,k, =0 |Caso: k; =0, ky =00 |Caso: k; =—,k, =
2 7.3371 1.8575 47.9427

4 2.6510 0.9497 20.7907

6 1.5075 0.6511 13.0278

8 1.0313 0.4994 9.4509

10 0.7764 0.4067 7.4070

20 0.3374 0.2183 3.5514

30 0.2125 0.1507 23344

40 0.1543 0.1150 X 1.7380

Corolario 3.3

Un intervalo de confianza asintético de nivel 1-8 para d(F)# 0, viene dado por:

v(l
(d(Fp) +2z5/2 Ll

\"f(l(x)}
=)

,d(Fp) +21-5/2

3.3.5 Formulas de calculo

Las siguientes formulas resultan utiles para efectuar los calculos:
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1. 1
d(Fn):-§+E;3‘+§P§ +paFy 0 +0,k)[Fa (0 +0pky)-p2]

1
J—._..

1
‘EP? P1Fn (O +onk))Fp (0, +onk)) —p1l+— Z[d)(t )I(kl kg) ~ TZ_]Z

n &
a00) =~ ZI[ SRl Zzla(mzﬁ(t)ml
= e
-mza(t )+n—»§(21~1)a(t )——ZB(t )
i 0, es la media muestral
Vaep=— z[ s zza(t1)+zatt>+ i

DRI

-—Zu(tj)+——Z(2J—1)a(tj)——zl3{t )

n }-l
si 0, es la mediana muestral.
En ambos casos,
xj=0p |
t= d o J =,
Gl'l

1
()= [Ty k21 (HO(x)dx,

-2

1 ,
BO)= [y 12 CHBOID(Nx,

n

Az%z § = Dl 1y (80008 ) - Zlikl ko] (1)t )P(L;)
n j=1

En el segundo caso sgn denota la funcion signo definida por
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sgn(t) =—Isi t <0, sgn(t)=0si t=0,sgn(t) =1si t >0

y h; (sucesion numérica) se elige de manera que h; -0y nh:, —> 0,
Ejemplo 3

Para la distribucion doble exponencial ycasos py =0, py =1y p;=0, py =1/2,
considerados en el ejemplo anterior, calculamos:

(i) la distancia
o0
d(F)=inf [[F@F +ot) - DO w(t)d(t)dt,
a>0
=
donde O denota la mediana de F,
(i1) el valor o donde se alcanza el infimo, esto es el valor & F que satisface

dF)= [[FOF +opt) - OOP wt)d(t)dt, y

—00

(i) V(I(X)), la varianza de la distribucion limite del estimador de d(F),
o
d(Fy)=inf [[F, (8, +ot) - BOI* w(t)(t)dt,
O'>U__w

donde 0,, denota la mediana muestral FEI(IIZ).

Los resultados se muestran en la Tabla 3.4. Por otro‘llado las Tablas 3.5 y 3.6 dan algunas
estimaciones puntuales de los parametros O, o, Y((X)) y los correspondientes
intervalos de confianza de nivel nominal 0.90 para d(F), calculados con estas

estimaciones.
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Tabla 3.4

Distribucién doble exponencial

Caso

O

op | d(F)

V(L(X))

p]:Ovp_Z:l 0

1.093.71E-049.35E-06

|
:‘.0‘_ ==1]0
P1 P2 >

1.09|1.86E-04 |4.28E-06

Tabla 3.5

Distribucion doble exponencial, estimaciones. Caso p; =0,p; =1

” Intervalo de confianza para

i on On | VO |dE) d(F), de nivel nominal (};.90
500 |-0.0960|1.020|40.7E-06|7.00E-04 (2.2E-04, 11.7E-4)
500 10.0056 |1.182|18.2E-06|4.23E-04 (1.1E-4, 7 4E-04)
500 [-0.012 [1.093|24.1E-06|7.54E-04| (3.9E-04, 11.2E-04)
1000 |-0.0214|1.083(21.8E-06|5.87E-04 (3.4E-04, 8.3E-04)
1000 |-0.05521.226|8.54E-06|2.92E-04 (1.4E-04, 4.4E-04)
1000 (-0.0214(1.073|13.9E-06 |4.78E-04 (2.8E-04, 6.7E-04)
5000 [0.0072 |1.098|11.8E-06|4.00E-04 (3.2E-04, 4.8E-04)
5000 |-0.0099(1.138|13.4E-06|4.35E-04 (3.5E-04, 5.2E-04)
5000 |0.0031 |1.096]9.02E-063.19E-04 (2.5E-04, 3.9E-04)
10000 | 0.0059 | 1.097|10.7E-06|3.70E-04 (3.2E-04, 4.2E-04)
10000 (-0.0089|1.113| 11.5E-06|3.87E-04 (3.3E-04, 4.4E-04)
10000 |0.0026 |1.092|9.62E-06 |3.34E-04 ((2.8E-04, 3.9E-04)
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Tabla 3.6

Distribucion doble exponencial, estimaciones. Caso p; =0,p; =1/2

il on | Vac0y |dED Intervalo t.ie conﬁa-nz.a para
d(F), de nivel nominal 0.90
500 |0.0197 |1.199]|7.51E-06 |2.60E-04 (0.6E-04, 4.7E-04)
500 |-0.0045|1.101|8.35E-06|2.92E-04 (0.8E-04, 5.0E-04)

500 [-0.0458]1.078 | 9.68E-06 |3.07E-04 (0.8E-04, 5.4E-04)

1000 |0.0096 |1.161]10.1E-06|3.41E-04 (1.8E-04, 5.1E-04)
1000 [-0.0125|1.128|10.3E-06|3.42E-04 (1.7E-04, 5.1E-04)
1000 {-0.0291{1.117}9.73E-06|3.38E-04 (1.8E-04, 5.0E-04)
5000 [0.0011 |1.171}5.46E-06|1.85E-04 (1.3E-04, 2.4E-04)
5000 |-0.0149|1.116(5.69E-06 |1.95E-04 (1.4E-04, 2.5E-04)
5000 |-0.0066|1.101 |7.24E-06 | 2.43E-04 (1.8E-04, 3.1E-04)
10000 (-0.0124  1.141 | 5.78E-06| 1.94E-04 (1.5E-04, 2.3E-04)
10000 [-0.0015| 1.080 | 5.53E-06 | 1.95E-04 (1.6E-04, 2.3E-04)
LIOOOO 0.0117 | 1.107 | 5.94E-06{2.02E-04 (1.6E-04, 2.4E-04)




CAPITULO 4

Distribucién asintética nula del test

4.1 Distribucién asintotica nula del test

Sea £>0 y sean pj,py nimeros reales, 0<p; <p, <1. Sea F una funcién de
distribucion perteneciente a la familia
S(Pl-Pz‘ﬂ) -

{F :F tiene derivada continua sobre la recta real y es normal sobre (F'l (p1)-s, Fl (py)+¢)}

Sea F, la distribucion empirica de una muestra de una variable aleatoria X con

funcion de distribucion F. Siguiendo a Durbin (1973), probamos para cada miembro de

J(PIP2:8) 1 existencia de la distribucién limite de

\

nd®)(F, ) =n inf [[F, (6, +0t)- D] w(t)d(t)dt,
a>0

donde 6, denota mediana muestral y w = w(e) es una funcién de peso que define la parte

de la distribucion considerada.
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A fin de ayudar al lector hacemos a continuacion un resumen de los resultados de

Durbin (1973), que se usan en la demostracion.

Resumen (Durbin (1973))

Sea xp,...,X;, una muestra de observaciones independientes de una variable

aleatoria con funcion de distribucion F continua, que depende de un vector 6 de m

pardmetros 0;,i=1,...,m, F(x)=Fy(x,0), por ejemplo F(x):tb(f_—p), @ funcion de
c

distribucion normal estandar. Sea F, la funcién de distribucion empirica de x;,...,Xq ¥

sea én un estimador de 6, con la propiedad

(1) Yn@, -6 J-Zl(x 0)+ep,

donde €, — 0 en probabilidad y 1 es una funcion vectorial real medible con dominio la
recta real, tal que E(1(X,0)) =0.
La matriz
) L =E(X, 01T (X,0)),
es finita y definida no negativa.

La funcion vectorial g definida sobre 0 <t <1, por

gi(t)ZIZi Fo(}s 9 "r'k) I'U(x 0; )
0 ;

=F (1), i=1,...,m
e L),

es continua.

Bajo estas hipotesis se tiene que el llamado proceso muestral estimado
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¥i = JE{IEB (t)-1t}, donde f‘n denota la funcion de distribucion empirica de los datos

transformados t; = Fo(x; ,én ), converge débilmente al proceso normal z con media cero y

funcién de covarianzas

P(ty, t2) =min(ty, 1)~ tyty —h 7 (t))e(tz) ~ b7 (t)e(t)) + 87 (t)Le (1),
donde h denota la funcion vectorial (hy,...hy,), con componentes definidas por

F'(0)

®) hi(t)= [1;(x,0)dF(x).

Haciendo uso de estos resultados probamos que la distribucién limite de d¢® (Fy)

existe para cada miembro de la familia 3(P1-P2:)

Consideramos el caso: p; < lz <pjy.

Prueba:

d® (F) = 0 implica que F es normal sobre el intervalo E " py) ~E,F_1(p2) +€), esto es

existen nimeros reales |1g,6( >0 tales que F(x)= fb(m), para todo x perteneciente
Go

a F'(p)-eF(py)+e).  Ademss si O denota la mediana de F y of el

"I
minimizador de d‘®(F), se tiene OF =pg yop =0g. Entonces, si se elige como

estimador de O a la mediana muestral 8, y como estimador de of a o, el estimador de

escala cuya existencia y consistencia se demuestran en la Seccion 3.2.1, se tiene

n
V(0 -05) = —= 310 (x,05,05) +&0,
n F -J_ 1

n =)
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‘J;(Un_UF)—J—ZI (x,0p,0F) +e

donde
@ ‘}a)(xseF,UFFGF;&;U-21(-m,oj(x;el:)]‘
x-0p
= OF ®
¢) 1 (x,0p,0p)= = &t o w(t)th? (t)dt — j‘ w(t)td2 (1)1 — D(t))dt}
[wedde o
J’w(t)t¢3(t)dt
=== GF22K [1"21(-m.0](x_9F)]
(9]
[wnr?e? @dt

y el &P tienden a cero en probabilidad.

Por otro lado, de las hipétesis sobre F sigue inmediatamente que existe F, o

continua con derivada continua y tal que

-0
F(x)=F,p(*—X),
OF
en cada punto real x.
Entonces
g{”(®)=F, o(" E“’)(——) =F(t)=0F +opF_, (1),
0 sea
. Op+opF A (1)-06
©) sP =Ry Ly g gt (t))(~—)
OF OF
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Analogamente

XBF Kep

857 (1) = Fy o )-——E), x=F(t) =0 +0pF_j (1),

"F

0 sea,

c(} )

(7) g (W) =-F.o(F 4 <t»

Asi, ambas funciones g{“) resultan continuas sobre 0 <t <1.

Para completar la prueba de existencia de la distribucion limite de nd ) (F,) falta probar
que la matriz L en (2) es finita definida no negativa. L es funcion de € y en este punto
resulta conveniente mudar a la notacion L(g).

Haciendo uso del teorema de la convergencia dominada, se¢ puede mostrar

queL(g) es una funcion continua para todo €>0 y que la matriz L(0) = lim L(g) existe y
=0

es la misma para cada miembro de la familia S®1P2 | la cual es una subfamilia de

3(P1-P2) definida en la introduccion de este capitulo.
Entonces, si L(0) es definida positiva, por el teorema de la permanencia del signo,
L(e) es también definida positiva cualquiera sea ¢ > 0 suficientemente pequefio.

A continuacion se da la matriz L(0) para dos casos de interés.

GZJI ZF(3-\/§)
=0 pz=; LO= ZJﬁ(a ) 270( |
4 2 5 3 9
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szi'l:

— 0
p1=0 py=1 LO)=| 2

0 02 27

T(f—%

A modo de resumen enunciamos los resultados alcanzados en forma de teorema.

Teorema 4.1

Sea €>0 y sean p;,p, nimeros reales tales que 0<p;<p, <1. Sea F una
funcion de distribucion perteneciente a la familia S®1P2%) Sea x;,...,x, una muestra

de F, F, la funcion de distribucion empirica de los x; y F, la funcion de distribucion

Xi —0q

empirica de los datos transformados t; = ®( ), donde 6, denota la mediana

Cn

muestral y o, el estimador de escala cuya existencia y consistencia se prueban en la

Seccion 3.2.1. Entonces, si escribimos nd‘®)(E,) en la forma
: - 2
nd® (F,) = J‘[JH(FH Ot wo @)t
0

tenemos que

@® [Vn(Eq () - tyw(@ ™ (1))

\
converge débilmente al proceso normal z con media cero y funcion de covarianzas dada
por

p(il,lz) = {min(tl,tz)— tita—
T (1) (t2) - hOT (1)@ (1) + g@T (1 )Lg®@T (t) WW@ Lty W@ (1))
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donde las funciones gjm , 1=12 estan dadas respectivamente por (6) y (7) y las funciones
8) = ; . .
h;™, i=1,2, se calculan segin (3), integrando (4) y (5) respectivamente. Por otro lado,

como d® (F) es continua en la métrica de Skorokhod, tenemos que

©) nd® (F,)
tiene distribucion limite y es la de la variable

1
[z(yw(@™ (t)dt .

0

Nota: la distribucion limite de nd{a)(Fn) depende de £>0 y del particular miembro F

perteneciente a la familia nula P12 Por otro lado, cuando £ >0, la funcién de
covarianzas p(e) del proceso limite, tiende a digamos p(m , que resulta independiente de
¢ y del particular miembro de 3(P1-P2-0)

Con el respaldo de estos argumentos conjeturamos y a posteriori verificamos
empiricamente que nd© (F,) tiene una distribucion limite que es la misma para cada
miembro de la familia 3®P1P2:9) A continuacién mediante simulacion Monte Carlo, se
estiman algunos percentiles superiores para los casos de interés p;=0, p; =1/2 y

p; =0, pp =1. Resultados, dados mediante intervalos de confianza de nivel 0.99, se

muestran en las Tablas 4.1 y 4.2, respectivamente. |




Tabla 4.1
Percentiles superiores de la distribucion de nd?) (F,), estimados

mediante simulacion Monte Carlo. Caso p; =0, p; =1/2.

n 0.50 0.75 0.90 0.95 0.99
51 [(0.014,0.015)[(0.022, 0.023) [ (0.032, 0.033) | (0.041, 0.042) | (0.061, 0.062)
101(0.014, 0.015) [ (0.022, 0.023) | (0.033, 0.034) | (0.041, 0.042) | (0.062, 0.064)

Tabla 4.2
Percentiles superiores de la distribucion de nd @ (F), estimados

mediante simulacion Monte Carlo. Caso p; =0, p; =1.

n 0.50 0.75 0.90 0.95 0.99
51 |(0.053, 0.056) [(0.085, 0.089) [ (0.136, 0.140) | (0.176, 0.181) | (0.27, 0.29)
101 (0.054, 0.056) | (0.087, 0.089) [ (0.137, 0.139) | (0.17, 0.19) [(0.27,0.29)

Puesto que en el caso p; =0,p, =1/2, el test se calcula integrando sobre la mitad
del recorrido correspondiente al caso p; =0,p; = 1) se podria esperar que los percentiles
de la Tabla 4.2 fueran el doble de los de la Tabla 4.1. Esto no ocurre debido a la
estimacion de la escala. A fin de poder realizar comparaciones agregamos la Tabla 4.3 con
algunos percentiles superiores de la distribucion asintética nula del estadistico W* para

distintos casos, incluidos los correspondientes a las Tablas 4.1y 4.2.
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Tabla 4.3

Percentiles superiores de la distribucion

asintética nula del estadistico de tipo Cramér —von Mises

w? =nd(F,)=n _[[F,1 O, +opt)- tb(t)]2 w(t)p(t)dt, distintos casos.

-0

Caso/p

0.50

0.75

0.90

0.95

0.99

Clasico: w(t)=1
0, : media muestral

o, : desviacion estandar muestral

0.0509

0.1035

0.1260

0.1788

w(t)=1
0, :mediana muestral

o, :desv.est.muest. respecto de 0, (*)

0.064

0.100

0.151

0.192

0.294

w(t)=1
0, :mediana muestral

G, :distancia minima

0.055

0.088

0.138

0.17

0.28

W(t) = I(_,01(t) 6 L0, (1)
0,, :mediana muestral

o, :desv.est.muest.derecha o izquierda (+)

0.020

0.033

0.051

0.065

0.104

W(t) =T (—e,01(1) 6 1[0 0 (1)
0, :mediana muestral

G, :distancia minima

0.014

0.022

0.033

0.041

0.063

® L3-8,
izl

() 23wt =6p)”

\

i=1
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CAPITULO §

Aplicaciones
5.1 Diagnéstico por partes

Sea x1,....,X, una muestra de una variable aleatoria X con funcion de distribucion

F definida por

X
1 Izl‘,}e—zfldz'si X<M=393354,

F(x)=0si x50, F(x)=——r
221(20)

F(x)=1-(1/2)exp(-0.09(x - M))si x >M

Asi, Fes xz (40) alaizquierda de su mediana M y exponencial a su derecha.
La herramienta estadistica propuesta en este trabajo permite realizar inferencia

sobre la forma de F en distintas partes del recorrido de X, pudiéndose de esta manera
\

realizar un diagnéstico mas objetivo y preciso.

Para distintos tamafios de muestra (cada muestra obtenida agregando nuevos datos

a la muestra anterior) se calculan el estadistico W 2 - nd(F,, ) (cuyos percentiles asintoticos

se dan en las Tablas 4.1 y 4.2) ¢ intervalo de confianza de nivel 0.90 para la distancia de F

62




a la familia normal, sobre cada una de las partes (-»,M) y (M, =), donde M denota
mediana de F. Los resultados se muestran en la Tabla 5.1.
Para n >2400, a un nivel de significacion del 5%, el test rechaza normalidad para

la mitad izquierda de la distribucién. Este hecho indeseable (puesto que la distribucion

x2{40) es considerada practicamente normal) se debe a que frente a cualquier alternativa,
la potencia del test tiende a uno cuando el tamafio de muestra crece sin limite, propiedad
compartida con muchos otros tests de normalidad. Por otro lado, los extremos derechos de
los intervalos de confianza para esta mitad, declaran grados de normalidad crecientes,
conforme el tamafio de muestra crece. Asi, por ejemplo para n=9600, con un riesgo

menor al 5% (ver Tabla 3.3 ) la correspondiente declaracion es: el grado de normalidad de

la mitad izquierda es superior al de una distribucion xz (20).

Por el contrario, para la mitad derecha, los extremos izquierdos de los
correspondientes intervalos de confianza, declaran grados de normalidad decrecientes,
conforme el tamafio de muestra crece. En particular, para n=9600, con un riesgo de a lo

sumo el 5%, podemos afirmar (ver Tabla 3.3) que el grado de normalidad de la mitad

derecha es menor al de una distribucion xz (4).
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Tabla 5.1

Caso: Fes 12 (40) -exponencial

rae | W2 =iy [ el o corfama s )
n=300

(—0, M) 0.0280 (0.042, 1.821)

(M, 0) 0.0584 (0,4.071)
n=600

(—0, M) 0.0199 (0, 0.704)

(M, ) 0.1258 (0.57, 3.61)
n=1200

(—o0, M) 0.0284 (0.049, 0.424)

(M, ) 0.3061 (1.32,3.78)
n=2400

(=0, M) 0.0814 (0.081, 0.597)

(M, 0) 0.6535 (1.81,3.63)
n=4800

(—0, M) 0.1389 (0.093, 0.486)

(M, ) 1.0982 (1.68, 2.89)
n=9600 |

(-0, M) 0.1822 (0.084, 0.296)

(M, x0) 2.1572 (1.81, 2.68)

(-90, ) 11.5823 (10.18, 13.94)
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5.2 El uso de variables perturbadas en estimacién

Sea d el funcional en el cual se basa el test propuesto en este trabajo, esto es
@m
d(F) = inf_[[F(OF +ot) - GNP w()d(t)dt,
a>0 e

donde O, denota la media o la mediana de F y w es una funcion de peso que define la
region de interés. Sea x,...,x, una muestra de una distribucion desconocida F. La teoria
asintotica desarrollada en el Capitulo 3, permite la construccién de un intervalo de
confianza para la distancia d(F) de F a la familia normal. Entonces, si se dispone de una
tabla de distancias asociadas a los miembros de una familia de referencia como ser la
familia de distribuciones t de Student o la familia de distribuciones ji cuadrado, es posible
por comparacion, asignar a F un grado de normalidad segtin d. Asi por ejemplo, es posible
afirmar con riesgo predeterminado o, que F tiene un grado de normalidad superior al de la
distribucién t con 30 grados de libertad, o que F tiene un grado de normalidad inferior al de
una distribucion t con 10 grados de libertad, etc.

Un campo de aplicacion es el estudio de la velocidad de convergencia de la
distribucion de un estimador a la distribucion normal o la comparacion de esta velocidad
con la de otro estimador del mismo parametro, mediante simulacion Monte Carlo. En este
contexto, a modo de ejemplo, usamos el test propuesto, para estudiar el comportamiento

de estimadores con “muestras perturbadas”. Consideramos el caso: estimacion de la media

de una distribucion Bernoulli.
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Planteo del problema:

Consideremos la familia de funciones de distribucion 5(P) con miembros F{P),

definidos por

FP (x)=0 si x<0.
=1-psi 0<x<l1,

=1si x=1

para p#0 y p#1;ypor

FP)(x)=0si x<0,

=1si x20
sip=0;
FP) (x)=0 si x<I,
=1s x=1
sip=1.
Entonces, se sabe que
\n(X - p)——>N(,p(1-p))
sipz0yp#l.
En cambio
JH(E-P)—-Q—*l[n.w)s
\
sip=0y
Ja (X - p)—— Tt
sip=1.
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Asi, la distribucion asintotica de la media muestral normalizada, para muestras de

F{m, es normal si 0<p<1 y (extremadamente) no normal si p=0 6 p=1. Esta
discontinuidad de forma de la distribucién limite para p=0y p=1, trae como
consecuencia una baja velocidad de convergencia a la distribucion normal de la media
muestral, para muestras de FP i p es proximo a cero o a uno; tanto mas baja cuanto

mayor sea la proximidad.

Para abordar esta problematica, el autor de esta Tesis, propone reemplazar a la

poblacion original FP por la mezcla cuya media es también p, definida por:
FOP) (x) = (1- p)U(-8,8) + pU(1 ~5,1+38),
donde U denota distribucion uniforme y 8 es un nimero real positivo.
Si xy,...,Xy esuna muestra de F[P}, una muestra de F(B‘p] se obtiene perturbando
las observaciones x; con observaciones artificiales u; independientes e
independientes de las x;, uj;~U(5,8). Esto es, y;=x;+uj,i=1,...,n es una

muestra de FO®P)_ Entonces por aplicacion del teorema limite central, se tiene que:

2
JE(?—p)—"»N(o.p(pr%),

para todo p, 0<p<1, cualquierasea §>0.
Con esta idea se logra evitar la discontinuidad de forma de la distribucion limite de
A
la media muestral para p=0yp=1. Es mis, para estos valores de p, la media
muestral, por ser suma de variables aleatorias uniformes, tiene distribucion casi normal

aun para tamafios de muestra tan chicos como n=10. Esto representa un cambio

rotundo de situacion.
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En las aplicaciones, si se quiere usara Y como estimador de p, el nuevo parametro
& incorporado al problema, obra como “acelerador” de la convergencia a la
distribucion limite normal, pero al mismo tiempo agrega variabilidad al estimador. La
llamada cota de Berry-Esseen como herramienta tedrica mas experimentacion Monte
Carlo, permiten elegir 5 con “justeza™: para un tamafio de muestra n dado, 8 se elige
lo méas chico posible y tal que Y tenga un “grado de normalidad” suficiente para
asegurar un nivel de confianza muy proximo al nivel nominal elegido,
independientemente de cual sea el valor del estimando p.

La Tabla 5.2 contiene intervalos de confianza de nivel 0.98 para la distancia a la

familia normal de:

(a) la funcion de distribucion (llamamos F™ )de la variable vn (X - p), y

(b) la funcién de distribucién (llamamos G™ )de la variable v/n (Y - DR
para n=500,8=0.15 y distintos valores del parametro p. Los resultados estan basados en
10000 observaciones Monte Carlo de las variables X e Y. Esta tabla muestra resultados
congruentes con los mencionados en los parrafos precedentes. En ella se observa con
claridad el efecto nefasto de la proximidad de p a cero sobre el “grado de normalidad™ de

la distribucion del estadistico X. Asi mismo, muestra que el efecto de perturbar las

observaciones, modifica radicalmente la situacion: el “grado de normalidad” de la

distribucién de Y es mucho mayor sobre todo el espzicio paramétrico 0<p<1.
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Tabla 5.2
Intervalos de confianza de nivel 0.98 (basados en 10000 observaciones de X e Y )para la
distancia a la familia normal de la distribucién de JE(X —p) (segunda columna) y de

V(Y - p) (tercera columna). Extremos de los intervalos estan multiplicados por 10",

n=500,e=0.15
P l10*dEF™) [10*d(G™)
0.001 (207, 219) (0, 0.009)
0.005 | (36.4, 39.3) [ (0, 0.42)
0.01 [(17,19)  [(0.03,0.7)
0.05 |(3.66,4.31) |(0, 0.34)
0.10 [(1.77,2.26) [ (0, 0.17)
0.20 |(0.56, 0.87) | (0, 0.02)
0.50 |(0.26, 0.67) [(0, 0.1)

5.3 Una observacion

El estadistico propuesto puede usarse para contrastar normalidad con muestras

truncadas en los casos py=0,py =1/2 6 py=1/2,p; =1. Esto es, los datos a la

izquierda o derecha de la mediana muestral, son suficientes para realizar inferencia

sobre la mitad de la distribucion correspondiente. En los demis casos se necesitan

todos los datos para realizar inferencia sobre la parte de la distribucion que interesa.
\
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CAPITULO 6

6.1 Comentarios finales y proyectos a futuro

Existen situaciones en las que se necesita modelar sélo una parte de la distribucion
de probabilidad de una variable aleatoria, siendo la otra parte irrelevante para el problema
considerado. El problema de contrastar bondad de ajuste de una parte es esencialmente
distinto al de contrastar bondad de ajuste de toda la distribucion y demanda la construccion
de un procedimiento diseniando a tal efecto.

En este trabajo se plantea el problema de contrastar normalidad de una parte
determinada del recorrido de una variable aleatoria. Para tal fin se propone un estadistico
de tipo Cramér-von Mises y se calculan la distribuciones asintéticas del mismo bajo la
familia nula y bajo la familia de distribuciones alternativas. Esta dltima permite la
construccion de un intervalo de confianza para la distancia de la funcion de distribucién de
la variable aleatoria observada a la familia normal. Mediante este intervalo de confianza es
posible asignar un “grado de normalidad” a la funcion de distribucion de la variable
observada, sobre cada region de interés. Este hecho permite un uso mas efectivo de los
datos.  También, estos intervalos de confianza pueden usarse con  éxito en

experimentaciéon Monte Carlo, como una herramienta exploratoria, por ejemplo, para
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apoyar o descartar la conjetura de que un estadistico bajo estudio tiene distribucion

asintotica normal o para comparar la velocidad de convergencia a la distribucion normal de

dos estimadores de un mismo parametro.

Por otro lado, en situaciones donde los datos se obtienen ordenados (por ejemplo al
observar “el tiempo para fallar” o duracién de un dispositivo electronico puesto en servicio
0 de una barra de acero sometida a una carga, etc), la mitad de los mismos son suficientes
para contrastar normalidad de la mitad izquierda de la distribucion.

Existen en la literatura diversas “distancias” de una funcion de distribucion F a la

familia normal. Estas distancias en general involucran a la media y a la desviacion

estaindar de F como parametros de posicion y escala, respectivamente. A los fines de

considerar una parte de la distribucion nos parecié adecuada una distancia que involucra a

la media o mediana de F, como parametro de posicion y a la desviacion estandar de la

distribucion normal mas proxima, como parametro de escala. Sin embargo, durante el

desarrollo del trabajo se vio que la funcion de peso empleada, ignora o casi ignora las

discrepancias con el modelo normal, que ocurren en las colas. Entonces, una linea de

trabajo podria ser: replantear el problema de contrastar normalidad de una parte de la
distribucion de probabilidad de una variable aleatoria, modificando adecuadamente la

funcion de peso en la definicion de distancia y de tal suerte que puedan aprovecharse los

resultados teoricos obtenidos durante el desarrollo de este trabajo.

\
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APENDICE

A.1. Mayorante de una subfamilia de Ia familia de funciones

1 :
¥ = {fab) :R >R, fp) (x) =d(ax +b)Y Jax +b]’ a,beR)
=0

Lema A.1.1
Jaol

Siag =0, ]a—a0|<—2—, [b—bg| <|ag|, lesun entero, 1> 0, entonces

)
] . —alx?
3 C> 0,independiente de x:V x real, (ax +b) Y [ax +bf' <Ce 4 = (1 +[x))!
=0

18 ; 1
Demostracion: Si a? :tga(z,,
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(1) —%(ax+b)2=—%a x2 —abx——b2

——laéx2+la%x2 a’x? —abx b2
4
1 1 ab
=—-—a% 2+5( a% az)[x— ]2-
—a.(z,--al2
1@ 1.2
2l a2-e? °

Por otro lado, si
a
la-ag| <I—l90—! y [b=bo| <|aol

entonces

Lt g _lil..a% <0, a% < iz;a%ybz <(jao|+ +bo)?,

de donde sigue inmediatamente

121 2
1 —l(v..\'+h)2 e 62 (eol+lbob --l—n%xz
(2) tb{ax+b)=7_2;e 5_———72—?:——6 4

También, si j es un entero no negativo, y puesto que
o<l < e ol ol
se obtiene inmediatamente
) e+ b| < fa| +b] < (i‘;‘_ghjao\ < ol +Jaol < SSlaof -+

De (2) y (3) se deduce finalmente que,

121
1 - (laol+bob? La22 o :
j 1 Ll
¢(ax+b)j§0|ax+b| g2 = e * (l+1)max{l.(10]a0]) Ja+xD

donde
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121

121 2
) (eol+boD

(1+ l)max{],(:—{l)|a0])l .

1
4 O i
4) o

Como C es independiente de x, la prueba esta completa.

A.2. Férmulas alternativas de cilculo para

) dp(1,0) = [[F(u+ot)= D)) wt)o()dt.

=0

Son las siguientes:

) dp(,0)=- Iu(t)sz(p+ct)+2 [ BydF(u+o+k

—o —o0

donde

L ]
a(t)= [wopGx)dx, Bt = [wpe@0dx,

-0 -0

= —2f(0) +0u(0) + _ICI)2 (x)w(x)¢:(x)dx

(3)
dp(n,0)= | FZ(u+ot)w(indt-2 [ Fu+ oW
Demostracion:

ydt+ | @2 ()w(t)d(t)dt
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Como w y ¢ son continuas, o es continua y derivable, con derivada o'= w¢
continua y en consecuencia la integral de Riemann del segundo miembro de (1), se puede

escribir como la integral de Riemann-Stieljes

dp (0)= [[F(u+ot) - DO dou(t).

-0

Llamando G(t)=F(i+ot) e integrando por partes, tenemos:

dp (1,0) =- [a(AG(®) - DO

=00

= [ a(®dG*()+2 [ a®d[GHPD]- [ou()dD* (1)

—oo
Integrando por partes la segunda de estas integrales, obtenemos:

[+ o]

[adIGOPW]=~ [ GOWMHOD)dt + ()

=~ [ G(t)dB(t) +a() = [B()AG(1) - B(0) +0x()

-0 —

Reuniendo resultados y escribiendo F(u+ct) en lugar de G(t), se obtiene (2). (3) resulta

de integrar por partes ambas integrales de (2)..
A.3. Continuidad de dy.

Lema A.3.1

Para toda funcion de distribucién F, dg, definida por
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dp (1,0) = [[F(u+0t) - BO]* W),

-

es continua sobre el semiplano —w <y <0, >0

Demostracion;

dp(,0) = [F(+ot)w(t)()dt -2 [F(u+otyw()dndt)dt + [®(O)w(t)o(t)dt

—o0 -0 -0
(ver (3), A.2).
Entonces, para probar la continuidad de dg, es suficiente probar que tanto la

primera como la segunda integral, definen funciones continuas. A tal efecto llamemos

a(t) = w(t)d(t), b(t) = -2w(SOD(L) y

A(n,o)= [F*(u+otia(td,
B(y,0) = j F(u + ot)b(t)dt

Probamos primero que B es continua.
Haciendo el cambio de variable p+ ot = x , escribimos
K x—u, 1
B(ko)= | Fb(—")—dx,
o2 G ©

de manera que, aplicando en el integrando, el teorema del valor medio del calculo

diferencial a la funcion b, en el intervalo con extremos en los puntos

L

x—(pu+h) x-p
———————————— y —
o+k c
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se tiene:

1Bt h o k)-Bno) s [ IFGBEE) oty Ly

-0

T e k x-p_ h k x-p_ h 1
< 1o R e et

c+k™” o+k
k| b X - x—p, 1
—d
|0+kljl = By X
[h] .., x-p k X-|
b’ = -
|G+k|'|-| ( o 9[o+k G <'.r+k])| dx

Haciendo el cambio de variable (x-p)/c = t, escribimos:
[Bu+h,0+K)-Bro)s T2 k i I |b'([1 +—~h]t~-——) Ilt]de+

|h|"°
b 14——~ ~—~—d
= I|([ =

donde0=0(h,k,t), 0<0<1
Para completar la prueba de continuidad de B, es suficiente probar que estas dos

ultimas integrales estan acotadas en un cierto entorno de (h,k)=(0,0).

Por otro lado, como

b'(t) = =2w'(1)d(t)D(t) + 2w (1) D(t)td(t) = 2w (t)d(t)d(t)

y w, w’,d y @ son funciones acotadas, es claro existe K>0, tal que

|b'(t) € Kd(t)(1+] t]), -o<t <o,
y entonces, la acotacion de las integrales, surge inmediatamente de la aplicacion del Lema

A.1.1, con ag=1, bg=0.
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La prueba de que A es continua, no requiere de nuevos argumentos y se logra

reemplazando en la prueba de continuidad de B, F por F? y b, b’ por a, a’ respectivamente.

A.4. Derivadas parciales de dp.
Lema A.4.1

Si dp denota la funcién definida por

dp(,0)= [[F(u+ot)- (1)) w(th()dt, -0 <p <, 6 >0

=00

entonces, para toda funcion de distribucion F y para todo (,6), -co<u<co, >0, se tiene:

M Zdpuo)== [ WO (+ot)-= [w(dOOOE +ot)
au o2, o

@ ZLdpo)=-+ [ F2(urotwOdnTdt+> [Fu+ownpnen]ds
o o a5

@) Zdplno)== [ OO (a+ot)—> [ O+ ot)
(28] g g

- —c0

@ Zdpwo)=-L [ B2 (u+ot)tw(np(o)] dt s [Flu+ctitw(dn O] dt
co o] 2 o

-0

\

Prueba de (2).

Teniendo en cuenta que (ver (3), A.2)
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dp(n,0)= IFz(u+ct)w(l)¢(t)dl——2IF(u-&-ct)w(t)d,(t)d)(t)dH [@*@wnpdt,

- —a0 -G

para probar (2), es suficiente probar que

5) g&jF2m+mnﬂouom=—§jF%u+mnw0»anm
Y
() —[ —~2F(+ o)Wt D()dt == ]F(u+ct)IW(t)¢(t)¢(t)]'dt

Haciendo el cambio de variable ptot=x y llamando a(t)=w(t)d(t), escribimos (5)

como:

2l

j F2 (x)a(" b Lax=-L [ P2 ooe Ehyax
c o G

—00

Llamando,

T —p. 1
AGo)= | Fz(x)a(%);dx,

-0

queremos probar que

h—0 h

2 jF (X)X = O

\
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A(i+h,0) - A(w,0) _ X—l
: IFZ( a2 -2 a(Hypx

=—~IF (' (-6 )(——)d
1 2, v X—=p -h

=—— j F2 (x)a'(—=-0—)x
oS o] c

Luego:
(®)

Atho)-Awo) | sz() = _upz()[ L R
h = o °

—}tIF (o 120 R < %Ila"("—‘-ﬁ—%ldx—mj|a"(t—%91dt,

donde 6 =00'= E(h, k,t), 0 <0<l

Para probar (7) es suficiente probar que la iltima integral de (8) esta acotada en un
cierto entorno de h=0. Esto surge inmediatamente del hecho:
3K >0: |a"(t) K KO@)(I+| t]+]t]?), Vi:-o<t <o
y de la aplicacion del Lema A.1.1, conag=1y bp=0.

No se incluye la prueba de (6) ni de (4), por cuanto no se requieren argumentos
\

distintos de aquellos empleados en la demostracion de (5) y en consecuencia son casi una

mera copia de ésta. Por otro lado, (1) y (3) se obtienen de integrar por partes (2) y (4),

respectivamente.
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Nota: Es importante destacar que las formulas (1), (2), (3) y (4) se obtienen formalmente
de aquella para d ((3), A.2) suponiendo que (i) F’ existe y que (ii) es valido derivar bajo
el signo integral, y reemplazado luego F'(putot) odt por d F(u+at).

Ejemplo: Derivando respecto de p, bajo el signo integral en

dr(,0)= [F2(u+otyw(t)p(t)dt—2 Tp(u +ot)w(OPE)d+ [ D2 Bw(t)(t)dt,

— - -0

se tiene

%d{: (1,0)= [2F(u+0UF (u+ o)Wt ~2 [F 1+ otw()p)d(t)dt
&

-0 -0

=é J' W()(t)2F (1 + ot)F (I.l+0't)0dt—% jw(t)¢(t)¢(t)Fr(u +ot)odt

:é I w(t)p(t)dF? (1L +ot) —% Iw(t)dﬁ(t)fb(t)dF(u +ot)

Andlogamente, llamando

a(t) = tw(t)g(t), bt) = tw(t)b() (1),

escribimos (4) en la forma:

E%d].-(u,.:;) = _% [ F2(u+otya'(t)dt +% [FGu+ot)b' ()t

-0 -0

\
Luego, derivando respecto de o, se tiene

2 0 o)
f 5 dp(W,0) = J; [ F2(u +ot)a'(t)dtv% [ 2F(u+ ot)F (u + ot)ota' (t)dt
G o” o2
2 7 2 3. .
-5 [FG+ ot (0dt + = [F'(u+ot)otb'(t)dt
() i o] o
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=L [ a2 ot L [t (OdF (ot
=

& or
2 (= +] 2 = 2]
+= [bO)dF(n+ot) + = [tb'(t)dF(u+ot)
2
S _» 0" _»

= —L-, I [ta(t)]'dF? (u+ct)+—% I[tb(t)]‘dF(u.Jrcn)
G~ o

-0 -0

¥ E%_LF%“ +°t)[ta(t)]"d‘”6_zz‘ [ Fu+otb(®)]"dt

-0

Lema A.4.2

Si F tiene una densidad f simétrica y continua y 8¢ denota la mediana de F, entonces

?dF(BF,G) =0 para todo o >0, si w es una funcion par, esto es w(—x) = w(x) para
1l

todo x real.
Demostracion;

Segun la formula (1), se tiene

idx: (Op,0) = X ] w(t)o(t)dE? (B +ct)—-2- jw(t)q;(t)cb(z)dF(eF +ot)
all g B c“w

i

Luego, como F'=f es continua, podemos escribir

(%dp(er.,u)z 2 j{F(eF +ot) = D) w(t)e(t)ldt

=00
Resultado sigue de observar que el integrando, llamemos g, es una funcion impar, esto es,

g(-x) =-g(x) para todo x real.
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A.5 Teorema 3.2

Sean Xj,..,X,X variables aleatorias iid segin F; sea Op un parametro de

posicion de F (tal como la media o la mediana) y sea 8, =6, (X},..,X;) un estimador de

OF.

Si

: CP1
(1) 8“ -——'—-—‘-)BF e
(i)

existe 17 :R! > R! tal que EQ*(X)=0y
@, -05)= J_Zl (x;)+€y , donde €} ——0,

entonces, o, (el estimador de escala cuya existencia y consistencia se muestran en el

Teorema 3.1), tiene las siguiente propiedades:

n
JE(cn-aF)=?‘r;21“(xi)+e‘:,donde ey ——0y
i=1
e 1 [ 2oy (O - FOUFC)' f) b'{ )]dl
[&

--——dr(el ,Ur‘)UF
(;g

b : [ P2 GF) 2F(t)b"( *’ndm (x),
(_'dF(erGF)GF
8o

a(t) = tw(t)d(t), b(t) = tw(t)p(t)®(t).

Demostracion:
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Aplicando el teorema del valor medio del calculo diferencial a ;U—dp(BF,c) en el
oo

intervalo con extremos en los puntos OF Y Op, se tiene

2
(10)

0
o2

¢ 0
gng(eFan)"E&'dF(BFaGF)=(‘3n ~0fF)— dr(OF,0F + Mo, —oF)),

donde A=A(n), 0<A<1.

Como ':EdF(GF,UF)=U y también —g-dp (®1,61) =0, podemos escribir (10) como
& oo

~2

0 d
() -\LdF(GF,Un)‘Tdﬁ(gnvcn):(c’n -oF)— 7 4FOF,0F +Mop - oF))
(@9 (3,0] o

Llamando

a(t) = tw(t)d(t), b(t) = tw(t)p(t)d(v),
escribimos el primer miembro de (11) como (VerA 4, (4))

(12)

d 1 % :
—dgBF,00)~—dg (05,0,)=—— [IF2©®y +0,) - F2 (0 +a ' (Hdt
0o oo B On =,

2 [[Fy@n +0at)~F@F +0,0b (14
g

"‘—w

=A, -B,, donde

[+ o]
An=— [[F2(O +t) ~ F2(B + o' (t)t y
Cn

(13) B, =;2_ [[Fa (0 +0ut)-F@F +0,0b'(t)dt

La demostracion consiste en descomponer Ap yB, como

An :Aln+A2n +A3n,
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B, =By +Byy,
donde

'JHA}n —P>0,

Am———ﬁFu)Fumum(

)dx +términos que multiplicados por Jn
F —w

tienden a cero en probabilidad,

Ay =-E e“jF(ﬂ%
o

F —o0

F)clt +términos que multiplicados por +/n tienden a

cero en probabilidad,

&wjiﬁmrmw

F -0

Or Ydx + términos que multiplicados por Jn tienden a
CF

cero en probabilidad,

By, = ( n BF) I F(t)b"

i ——X)dt + términos que multiplicados por /n tienden
GF Cf

-0

a cero en probabilidad.

a2
Como, de la continuidad de - 5 dg y de la consistencia fuerte de o, se concluye que el

(]
[

factor 2dp(9y,cp+?.(cn—up)) del segundo miembro de (11)

[l

\

, tiende con

22

'G—ZdF(BF,GF). la demostracion se completa haciendo uso de la
do

probabilidad 1 a

hipotesis (i) y de la definicion de funcion de distribucion empirica

Fn(x) = '}_l'zl(—uo_xl(xi) .
i=1
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A continuacién se dan los detalles del esquema expuesto.

Haciendo el cambio de variable 8, +0,1 = x, escribimos By, en la forma

nzoizj [F, (x) - F(x -0, + 0 )b' (X l'}")d
n -m

l'I

)dx

::MIN

j [Fy (x) — F(x) + F(x) ~ F(x =0, + 0 )b' (- —5n

n

=% [ 00-FoOB =220
On —w COn

T -0
o= | [F()~Fx =0, +0p)b'

n —om )

)dx

=By, + By, , donde

n

I [Fy (09~ FGO =ik,
s g

:lm""

Bon =iz | [F(x)—F(x-en+9F)b'(“;9")d

n - i

Aplicando a b' el teorema del valor medio para funciones de dos variables

independientes, se obtiene para By, la expresion:

Big— 22 [ [Fa (0 ~FGIb'C FF)dx

I

*

-6,
28y 9F) I{Fn() F(x)]— *2 b & —)dx
on2o6) Jyp, - ROl (-0 P2y

Gﬂ. —0 n c!-Il'l
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donde

On =0 +A(8, —0p), o* =0p+M0, ~GF), A=A(x,n), 0 <A <]

Luego,
4 - B = J [F (x) - F(x)]b'( —OF i 4.2 o rel) vel)
donde
-0
i -(ﬁ——)j [Fa (0~ eI —E yix ,
Cn UF—m i
o =200 200) 1k - Ro1—L b=
C’n —c0 1'l Un
2(c, -0 8‘
o) = 2eam) iy ~05)b" 0
n -0 n Un
Por otro lado, escribiendo B,, como
an=~—jF( x)b' (X )dx—-—-jF(x 6, +0p)b'(Z—n )x
o Cp

n n Gn —®
y haciendo el cambio de variable x -6, +0F =t enla segunda integral, se tiene

Byn =— F(t)rb( ") b (—E

Il—ao n

Si se aplica el teorema del valor medio a #' en eljintervalo con extremos en los puntos

t—0 t—-0 ]
—Ly E | se obtiene
On On

= = = t—0 6,-6
B2n=_3_(h§__eflf F(t)b"( = AN F )it

g
cn —00 2y 4
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._2( =
II

cn

“F

~2(0, -0 _________ et 9F On -6F
F){c ]IF(l)b —A-2—F )4

n GF -0 Gn

il -0p) 7 IF(t)b" t- eF)
o3 OF
-2(0 t-0
2B [0 8Ok . i-0p
GF . On On OF
-20, ~9F)[——-—]IF(t)b"t LR e Y
Op Op % 25
O sea
-2, -0p) %
(15) Bz,,=——L3—L)IF(t)b"( D)t +e(2 +6@)
? 59 OF 2n
donde

@ __~20 t
F —on n n
()
&5 =—2(0, -eF)[———]j Fbr 2E 3 8 294,
n 0]-"' - Cn e

Analogamente, haciendo el cambio de variable 6 n TGt =X, escribimos A;, como
\

0
Bydx

n

=TI [F3 ()-F2(x -0, +0p)a’ (=
Cn -

y luego de algunas operaciones algebraicas, en la forma

(]6) An =Aln+A2rl+A3ﬂ‘
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donde

Al =— j[F (%) ~F()JF(oa’ (=
G

n - On

Apy=— j[Fz(x) F2(x~0, +0p)la' (2
0’

n —m n

)dx ;

=— j [Fa (%) - FGOP a' (2= 2n 4y
G

n —oo “

Si se aplica el teorema del valor medio del céleulo diferencial para funciones de dos

variables independientes a o' en el integrando de A, se obtiene

a7 Am_- J-[Fn(x) F(x)IF(x)a' (X F)dx+a‘” 8§) +50

donde

5&) = 2(_11;__ =] J.[Fn (x)- F(x)]F{X)a (
9]

OF yox,
n GF - OF
0 ‘—G'
300 == 0n ~05) | [Fy (0~ FOTF () a8y
UI‘I -0 c"n Un
B =~ (cn—oF)J [Fa () ~FGOIF() X %a *;‘ fEOng

Un

Por otro lado, si se compara A,, con By, se concluye inmediatamente que
\

= s t-0 6,-06
A2n ____(eﬂ 38F) JFz(t)aII( F_;\‘ n F)dl

G
n - n n

:_(en;el:) ‘T F2(tya (-=8F _ 8u =OF

)dt

F - - o
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-0, ~9F)[——~——]j1=2ma"(‘ 9"‘ e

——)dt
On UF - Sn
=@e) =
O L5 OF
0,-0p) © = jo =
_6,-6F) IFl(t)[a."(t BF_len BF)_a..t 91—']‘1t
3
R Op Op GF
- @, ~9F)[—————]jF2<t)a"( e" T IO
ﬂ OF —0 UI!
O sea
(18) Agy =-En=8r) jFZ(t)a"( F)dt+a‘2’ 82
i ok
donde
2 "t -0 8 On-0p, -0
F E n OF
2 1 1.7 t-6 . 0,-0
%3 =~On ~8p)5- 1 [ F2(a(L20E 5 OOk
On OF o Cn Cn

Resumiendo, de (12)-(18) sigue que

0 7]
19 —dr(6 e =
(19) ~—Adr(f,0,) %dF(BF,GF)

- 2 Tino- ~FGFR )
OF —» °F

OF

I[qu)a"( 520
F -0 3
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= [ Fa0-Fooi2ar =00

n - L
e el ol 2
+8{2 +5£13 +6§2 +5§i} +6§]}
Por la continuidad d g d | i i 1 1
ad de Tc—z— F Y por la consistencia fierte de o,, se conc uye que e
0
52
factor :“i‘dF(GF +MOp — o)) del segundo miembro de (10), tiende con probabilidad 1
éo

2
4 —5dr(BF,0F). Luego si
co

(20) Vne® ——P—>0y\/;5(-i)~—g—>0,j=l,2, 3 i=12
jn jn

V)

(21)

—‘@ | [Fn(x)-F(X)]Za‘(f—::e—“—)dxh—?—)&
(8]

N —w n

se tendra finalmente que:

\{E(Gn =Of)=
Vi lif Alfxj ) (%)~ Fx)][F(x)a' (> FH*' = er)ld\
n
:;,2 dp@p,op)cf  i=l-w
| (en o 2 " "
~——______“2 J’ [F2(t)a"( ) 2F(t)b"'(
F

~ 7 9F®r.0p)0} =
g

donde €, =58

El resultado sigue si se toma
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1

I (\)_ IZ[I[\,,)(I) F(t)][F(t)a( ‘“) b" 9’ —)ldt

dI ©p.0p)of —
(

— f P BF) 2R (—F F)]dt]l ®)

——dF(BF,GF)GF
DG'

=

Para completar la prueba se necesita demostrar (20) y (21).
Como JED,, =JHsup|F“(x)—F(x)!tiene una distribucion limite y o —-P—acp (ya

que o, ——(—:-EI—-—}GF), por aplicacion del teorema de Slutsky, se concluye que

-JHSEL) -P—)»O.

En efecto:

a0 Tiaa o
Vo e [ 2| = ~— [V sup | Fy (x)-F(0)| [ [b'(—=F
g -0

n Of

Haciendo el cambio de variable =

0 e
F_ t , escribimos

CF
1 b P
V160 I 207 |5~ — [V sup| Fa (x)-FCO)| [Ib'(0)]dt——0,
Un OF s
w
ya que [|b'(t)|dt <e0. _
\
€0
Con idéntico razonamiento y teniendo en cuenta que Ila'(t)ldt<x, se prueba que
-0

Vo8 0.

Los restantes términos presentan una dificultad mayor. Por ejemplo consideremos



1'[‘8(1) Jn@, -BF)("_)I[F (x)- F(x)] b"( e")dx-

n - Gp

Como JH(BH ~OF)tiene una distribucion limite, sup | Fy(x) - F(x)| —SE 56 y

2 CPl

of —— 02 F» €l resultado Vne 911 e 00 sigue si antes probamos que

(22) | *Z]b“ : )1dx—9‘L>J'—2|b"(L—F)|dx
-0 [‘I c]‘[ —o0 OF GF
Para probar (22) observemos que ——]b" }| converge puntualmente a
n crn
1 -
T]b"(x 51, Por otro lado, por ser ¢, ®, w', w", funciones acotadas,
G
F

existe K >0 tal que|b" (x) |< Ko(x)[1+| x | + |x [ + Ix1*] para todo x real ,

. 6 :
de donde sigue que (tomando ag=—-, by = ~—F enLemaAl.l y teniendo en cuenta
GF

GF
CP1
que 6, ——>0F)
5" s
HC>0~——|b" L I (+1x 2 +]x )2,

o, On
para todo x real y para todo n suficientemente grande. Entonces (22) es consecuencia del

]l o=
wh——\

teorema de la convergencia dominada de Lebesgue pdr ser _[Ce % dx<w.

-0
Se omite la prueba para los términos restantes por considerar que en todos los
casos la correspondiente prueba de consistencia se obtiene usando los mismos argumentos

empleados en la demostracion que precede.

Para completar la prueba es necesario probar que:
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(23) EQ™ (X)= [1” (x)dF(x)=0.

=0

Puesto que E(l*(X)) =0 por hipétesis, falta mostrar que

(24) [ (] Dixany ® - FOUFOR E2E )+ b= F ) aF(x) = 0
Of Cf

-0 —0

La demostracion de (24) sigue directamente del teorema de Fubini.
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