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Resumen

En la teoria de valores extremos existe un resultado central que afirma que bajo ciertas
condiciones, el maximo de variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas, convenientemente normalizado, converge sélo a tres tipos de
distribuciones llamadas Distribuciones de Extremos. Estas distribuciones limites son: la
Weibull, la Gumbel y la Fréchet, En las aplicaciones, en general sélo dos de estas
distribuciones asintéticas, la Gumbel y la Fréchet, proporcionan modelos apropiados
para la estimacién de sucesos extremos. A su vez, es muy recomendada la distribucién
Fréchet por tratarse de una distribucién de colas pesadas que usualmente conduce a
estimaciones muy conservadoras de los percentiles superiores. Sin embargo es claro que
una ganancia en seguridad puede causar una pérdida en precision, por lo que vale la
pena estudiar casos en los que se pueda ganar en precision sin descuidar la seguridad.
Por otro lado, se sabe que el dominio de atraccion de la distribuciéon Gumbel, contiene
distribuciones de colas que van desde moderadamente pesadas hasta muy livianas, y es
por esta riqueza que se considera ventajoso proponer modelos de estimacion de
extremos que permitan ajustar distribuciones dentro de este dominio de atraccion.

En el presente trabajo se define el modelo Potencial-Gumbel que surge de la aplicacion
de la transformacion de Box-Cox y que permite estimar distribuciones dentro del
dominio Gumbel. El modelo Potencial-Gumbel es una familia paramétrica de
distribuciones que pertenecen al dominio Gumbel dado que posee un parametro de
forma que permite variar el peso de la cola de la distribucién sin salirse del mismo.

En el ajuste del modelo Potencial-Gumbel a los datos de series de vientos maximos
mensuales de Argentina puede verse que en cada estacion meteoroldgica hay un
comportamiento diferente en cuanto al peso en las colas derechas de las distribuciones
que es captado por el modelo. Esto permite estimar con mayor precision los percentiles
superiores de cada estacion, y en caso que se quiera uniformizar el modelo asignando
un Unico parametro de forma a todas las estaciones, se puede adoptar un criterio
conservador eligiendo de entre los valores estimados, un valor minimo para A. En las
estimaciones realizadas se puede evaluar la perdida de precision que se da por obtener

estimaciones mds conservadoras de los percentiles.



En definitiva, el modelo Potencial-Gumbel propuesto en esta tesis tiene la capacidad de
discriminar distribuciones dentro del dominio de atraccién de la distribucién Gumbel, lo
que permitira estimaciones mas precisas de los percentiles superiores, y dada la riqueza
en distribuciones del dominio Gumbel el modelo propuesto aqui servira para resolver

un sinfin de casos aplicados.



Introduccion

El objetivo final de la teoria de valores extremos es encontrar y estimar modelos
apropiados para la distribucién de probabilidades del méximo, o minimo, de una
sucesion de variables aleatorias con el fin de obtener informacion acerca de las
probabilidades de ocurrencia de ciertos sucesos extremos y también determinar los
periodos de recurrencia estimados de tales sucesos. Tal informacion seréa de gran valor
para la planificacién de acciones futuras como ser la prevencién de catastrofes
naturales, la construccién de obras civiles, calculo de costos y réditos, etc.

El resultado principal de esta teoria afirma que, bajo ciertas condiciones, la distribucion
de probabilidades del maximo (o minima), convenientemente estandarizada, de una
sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (iid),
converge para n suficientemente grande solo a ciertas distribuciones especiales, una de
las cuales es de especial interés en este trabajo y se conoce como la Distribucién
Gumbel. En otras palabras: la distribucién de probabilidades del maximo (o minimo) de
una sucesion de variables aleatorias iid, cuando converge, lo hace solo a tres
distribuciones posibles, estas son La distribucién Weibull, la distribucién Gumbel y Ia
distribucién Frechét.

Esencialmente, |a Teoria de Valores Extremos se ocupa de |a prediccion de sucesos raros
que légicamente estardn fuera del rango de datos, es decir, esta teoria se basa en la
extrapolacién de informacién, a pesar de ello cientificos muy reconocidos (como ser
Richard Smith y Jonathan Tawn) consideran que esta teoria hace el mejor uso que se le
puede dar a la informacion disponible en los datos para resolver el problema de la
ocurrencia de sucesos extremos.

En su version mas sencilla, el problema es el siguiente: Dada una muestra aleatoria
X4, X5, ..., X, de una variable aleatoria X con funcién de distribucion acumulada
desconocida F, se desea estimar, en el caso del maximo, la cola derecha de la
distribucion, es decir F(x) = 1 — F(x) para valores muy grandes de x y por lo tanto,

tendrdn mayor importancia los valores grandes observados.



de obras, y este fue el problema que motivo este y otros trabajos del autor, dado que el
Dr. Aldo J. Viollaz (Director) fue integrante de una de las comisiones para el disefio de
las normas civiles del (CIRSOC) Centro de Investigacién de los Reglamentos Nacionales
de Seguridad para las Obras Civiles. Este caso aplicado a datos reales de las velocidades

maximas del viento sera tratado en varias secciones de este trabajo.

En la Argentina se registran las velocidades maximas mensuales de los vientos, en nudos,
en cerca de 120 estaciones meteoroldgicas desde hace muchos afios. Los datos son
registrados por el Servicio Meteoroldgico Nacional y sera de gran valor para laingenieria
y otras ciencias, disefiar y estudiar métodos y procedimientos que permitan estimar con
razonable precisién y seguridad los periodos de recurrencia de los vientos mas
destructivos.

Los registros de las velocidades maximas de vientos con que se cuenta lamentablemente
en muchos casos no cuentan con la precision aceptable dado que se usaron diferentes
métodos de medicién no siempre confiables, en este trabajo para la estimacién del
modelo propuesto se seleccionaron 20 estaciones con datos confiables, pero para la
confeccién del “mapa de vientos de Argentina” se usdé un modelo mas sencillo
(Distribuciéon Gumbel) y todos los datos disponibles con el fin de cubrir la maxima regidn.
Como muestra, se presenta a continuacion el grifico de las velocidades maximas
mensuales del viento en la estacion meteoroldgica Aeroparque durante el periodo 1968-

1991.
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Figura 1: Velocidades maximas mensuales del viento, en nudos, en la Estacién Meteoroldgica
Aeroparque. Buenos Aires. Argentina. En el periodo 1968 — 1991.



Como ya se mencioné antes, bajo ciertas condiciones, la distribucién del maximo
converge a tres distribuciones limites lo cual significa que existen tres familias de
distribuciones, llamadas dominios de atraccién, que convergen respectivamente una a
cada una de las tres distribuciones limites. Por lo tanto en |a estimacion de la distribucion
del maximo una propuesta es utilizar como modelo de ajuste a una de estas tres
distribuciones asintéticas segtin el dominio en el que se encuentre, es decir, si la variable
que genera los datos esta en el dominio de la distribucién Gumbel se usa como madelo
para el maximo directamente esta distribucion. Sin embargo, también se ha demostrado
que la convergencia a las distribuciones asintéticas puede ser muy lenta en el caso que
aqui se trata (el caso Gumbel), y al utilizar la distribucién limite como modelo de ajuste
puede conducir a sesgos en las estimaciones, por ejemplo, se podria estar cayendo en

una subestimacion de los percentiles superiores de la distribucion real.

En el presente trabajo se utiliza la conocida transformacion de Box-Cox (con cierta
modificacion adecuada) para mejorar la aproximacion de los datos al modelo tedrico, es
decir el correspondiente a |a Distribucién Gumbel, también se muestra que Ia aplicacién
de la transformaciéon mencionada en este sentido, conduce de un modo muy natural a
definir un modelo mas general que el modelo Gumbel (ya que se adiciona un parametro
de forma) para obtener mejores ajustes a los datos especialmente en las colas. Esta
nueva familia paramétrica de distribuciones sera llamada “Distribucion Potencial-
Gumbel” y es mas rica que la Distribucién Gumbel para aproximar distribuciones en su
dominio, obviamente no alcanza a cubrir el Dominio de Atraccion de la Distribucion
Gumbel ya que este dominio es una familia no paramétrica de distribuciones, pero si lo

representa en cierto sentido especifico con fines de estimacion.

En los trabajos mds destacados sobre este tema los estudios se vuelven hacia la
distribucion limite de extremos Fréchet la cual contiene a las distribuciones conocidas
como “distribuciones de colas pesadas”, la razén de esto es que estas distribuciones son
de algtiin modo mas seguras en el sentido que tienden a sobreestimar los percentiles
superiores. Es razonable pensar que esta ganancia en seguridad representa una pérdida

de precision en las estimaciones, y en algunos casos aplicados puede traducirse en
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pérdida econdmica innecesaria. Lo que se afirma aqui es que tal vez no es siempre
conveniente dejar de lado a las distribuciones dentro del dominio de atraccion de la
distribucion Gumbel, pues es muy conocido que en este dominio existen distribuciones
con colas que van desde moderadamente pesadas hasta muy livianas, incluyendo
distribuciones con dominio finito. Esta variedad en las colas de las distribuciones del
dominio Gumbel posiblemente permitira ganar precision en la estimacion de valores
extremos. Ahora, si se trata de estimar dentro de este dominio, se presenta el problema
de tratar con una familia no paramétrica de distribuciones, y es por ello que el modelo
Potencial-Gumbel constituye una familia paramétrica (de tres pardmetros) dentro del
dominio Gumbel que lo representa dado que haciendo variar el pardmetro de forma
(A > 0) obtenemos distribuciones con colas que van desde moderadamente pesadas
hasta muy livianas. Es decir, que dada una distribucién dentro del dominio Gumbel se
ganara mucho en precision estimando con este modelo que estd contenido en el
dominio Gumbel.

Por otro lado, la aplicacion del modelo Potencial-Gumbel a los datos (velocidades
maximas del viento) mostré que en muchas estaciones el modelo propuesto ajusta muy
bien (la bondad del ajuste en este trabajo se realiza mediante la observacion de un
grafico Q-Qplot, pero puede aplicarse cualquier otro criterio de bondad del ajuste).
También se observé que la estimacion del parametro de forma (y por lo tanto de los
percentiles) tiene una gran dependencia de los valores extremos del conjunto de datos,
principalmente del valor maximo. Por esta razén sera de gran importancia tener
informacion sobre la confiabilidad de los datos extremos, lamentablemente, en algunos
casos el valor maximo observado puede estar subestimado debido a que los aparatos
de medicién tengan un rango limitado y no alcancen a medir valores mas alla de cierto
limite. En el ajuste a los datos de vientos se encontraron algunos casos sospechosos en
los que parece que el valor maximo de lamuestra no estd en concordancia con los demas
datos (parece subestimado) y entonces no queda mads opcion que estimar del modo mas
seguro, es decir, tomar el valor del parametro que tienda a sobreestimar y no a

subestimar los valores extremos de la distribucidn.



Capitulo 1

Distribucién de Valores Extremos

En este capitulo se presentan los conceptos basicos de la teoria de valores extremos,
necesarios para establecer los resultados de la tesis. Estos resultados corresponden a la
teoria asintotica que establece las condiciones de convergencia del maximo o minimo a
una de las tres distribuciones de extremos, también se hace referencia a la propiedad
de las distribuciones extremales de ser estables para el maximo, al concepto de
distribuciones de colas equivalentes y de maximo dominio de atraccion de las
distribuciones de extremos mediante las condiciones de Von Mises, maximo dominio de

atraccion de la distribucion Gumbel y su caracterizacion.
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1.1: Introducciéon

En este capitulo se presentan los resultados de la teoria de valores extremos, necesarios
para fundamentar gran parte de este trabajo. El resultado mas importante de esta teoria
es el Teorema de Fisher-Tippett que, en términos generales, establece que la
distribucion del maximo de una sucesion de variables independientes e idénticamente
distribuidas (iid), convenientemente estandarizado, si converge, lo hace a una de tres
distribuciones especiales. Estas son las llamadas distribuciones de valores extremos, a

saber: La distribucién Weibull, la distribucién Gumbel y la distribucién Frechét.

Las condiciones necesarias para la convergencia de una sucesion de variables aleatorias
con cierta distribucién a una de las tres distribuciones de valores extremos, estan
referidas a la forma de las colas de la distribucion. En la terminologia de valores
extremos y sin ser riguroso se puede decir que: A la distribucién Weibull solo convergen
distribuciones de “colas livianas”; a la distribucion de Frechét solo convergen
distribuciones de “colas pesadas” y a la distribucion de Gumbel convergen variables de
colas de diferente tipo, desde colas livianas hasta colas moderadamente pesadas. Una
vez establecidas las condiciones de convergencia de las variables, es posible identificar
los tipos de familias de variables aleatorias que convergen a cada una de estas
distribuciones. Estos tipos de familias de variables aleatorias son llamados Maximo
Dominio de Atraccion de la distribucian de valores extremos correspondiente.

En este trabajo se esta especialmente interesado en el Maximo Dominio de Atraccidn
de la Distribucién Gumbel el cual es una familia muy rica de distribuciones en el sentido
de contener distintos tipos de distribuciones categorizadas segun sus colas, por ejemplo:
Distribucion Normal (cola liviana), Exponencial (cola liviana), Log-normal (cola
moderadamente pesada) y otras. El dominio de atraccién de la distribucién Gumbel,
como se verd en este capitulo, es una familia no paramétrica de distribuciones y el
resultado mas importante de este trabajo es que este dominio de atraccion puede ser
representado, a fines de estimacidn, por una familia semi-paramétrica de distribuciones
que se logra ampliando la familia Gumbel mediante una transformacién potencial y la

nocién de distribuciones de cola equivalentes.



Los simbolos 0,0y ~
A continuacién se definen los simbolos de O, o y ~ Landau, que serdn necesarios en el
desarrollo de la teorfa.
Sean fy ¢ dos funciones definidas sobre el conjunto de Nimeros Naturales y suponga
que @ es positiva y siempre creciente o siempre decreciente. En la mayoria de los casos

¢ tendrd una forma muy sencilla, por ejemplo: 1, 1, n, nP,1/n, etc.

Definicion 1.1.1
(1) Si existe una constante k y un nimero natural n, tal que |f(n)| < ke(n),
para n > n, entonces se escribe f(n) = 0(¢(n)) y se dice que f es a lo sumo
del orden de .
(2) Si Al_’rg f(n)/@(n) = 0 entonces se escribe f(n) = o(@(n)) y se dice que fes de
menor orden que .
(3) Si Al_,n; f(n)/w@(n) =1, conl # 0 entonces se escribe f(n)~lp(n) y se dice que

f es asintéticamente equivalente a lg

Ejemplos

n+10 n

2 2

2n2+10n+5=0(0n?%); n=o(nP)conl<p< oo

Tienen las siguientes propiedades:
1) 0(g) + O() = 0(e + ).
2) 0()0W) = O(py).
3) 0(@)o(W) = o(pW).
4) Sif~@ = f+o0(p) ~ .



Convergencia de tipos de distribuciones

El siguiente concepto se necesitard para precisar las ideas sobre convergencia del
maximo de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas.

Se acuerda la siguiente notacién, dadas dos variables aleatorias no degeneradas X e Y,

d
si estas tienen la misma distribucién de probabilidades escribiremos X = Y.

Definicién1.1.2
Se dice que las variables aleatorias X e Y y sus correspondientes distribuciones y

densidades estdn en el mismo tipo o son del mismo tipo si es que existen constantes

d
ayb eR, b>0talesqueX =bY+a

El siguiente teorema establece que la distribucién limite de una sucesién de variables

aleatorias esta univocamente determinada salvo cambios de posicion y escala.

Teorema 1.1.1
Sean X, Y, X;,X,, ... variables aleatorias y a,,b,,a,,B, ER, b, >0y B, >0, si se
cumple que:
byt (X — an) > X
Entonces se cumple también que:

d
B;l(xn = an) =

si y solamente si:

b a, —
im—=b>0 y lim——=a€R
n=e Py D=0 Bn

Y en tal caso
d
Y=bX+a

Donde a y b son las tnicas constantes que cumplen con esto.

14



1.2: Distribucion del Maximo o Minimo de una Muestra

De forma andloga al estudio de la suma de n variables aleatorias, se puede estudiar el

maximo (o minimo) de n variables aleatorias.

Considere una sucesién de variables aleatorias Xj, ..., X, iid como X, con funcién de
distribucién acumulada F no degenerada. Llamese M, al maximo de las n primeras

variables aleatorias, es decir:

MI‘I = méx{xl: '--:xn}: n 2 2'

Observe que el minimo de las n primeras variables aleatorias se puede escribir en

funcion del méximo que ya esta definido, dado que:

min{Xy, ..., Xp} = —max{—X,, ..., = X,}.

Entonces, desde ahora sdlo se estudiara la Distribucién del Maximo de las n primeras
variables aleatorias dado que gracias a esta (ltima relacion, no es dificil adaptar los

resultados al caso de |a Distribucién del Minimo.

Si la funcion de distribucién acumulada F de la muestra es conocida, no hay dificultad
en determinar la distribucion del maximo, como se muestra a continuacion:

Seax€ER, n€N,

Fu, () = P(My < %) = P(X; < X, .., Xy < X) = F(%)

Y si F es absolutamente continua con densidad f entonces el maximo tendra funcion de

densidad dada por:

fu, (%) = n[F()]"H(x).

De manera que, en principio si conocemos F conocemos la distribucion exacta del
maximo. Sin embargo, ocurre que en general las expresiones analiticas para FM,, pueden
ser muy complicadas y por otro lado, lo que es mds probable es que en los casos

aplicados F es desconacida y es necesario utilizar modelos estimados o aproximados.



Una posible solucién, propuesta en la bibliografia, es tratar de conocer la forma
asintética de la distribucién del maximo, para tener una distribucion limite que sirva de
aproximacion a F,,. Esto es andlogo al caso de la Distribucién Normal que, bajo ciertas

condiciones, sirve de aproximacién a la distribucién de la suma de n variables aleatorias

independientes para n suficientemente grande.

Ejemplo 1.2.1:

Sea X variable aleatoria con distribucion exponencial con parametro A = 1.
Py, @ =1 —-e*)"® = fx)=n(l—e*)"1e™

En el grafico siguiente se muestran las curvas de las densidades del maximo para
diferentes valores de n, en él se observa como la distribucién se va desplazando, a
medida que n crece, hacia los valores grandes del recorrido de la variable. Esto muestra
claramente que la “forma” de la distribucién del maximo dependera de los valores
grandes del recorrido de X, o préximos al extremo derecho de la distribucién.

Mas adelante se vera que este es un caso de distribucion que converge al Modelo

Gumbel.

Figura 1.2.1: Densidades de las distribuciones del maximo de
variables exponenciales para muestras de tamafio: 1, 2, 10y 30.
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Definicién 1.2.1: Llamemos punto final derecho x¢ de F al valor supremo del recorrido

de X, es decir:

xf=sup{x€ R/ F(x) < 1}

Note que el punto x ¢ puede ser finito o infinito.

Los valores extremos de la variable aleatoria X son los valores “cercanos” a x¢ por lo
tanto su ley de probabilidades dependera esencialmente de la forma de la cola derecha

de la funcién de distribucion F.

Ademas, se observa que:
i) Six < x;entonces F(x) <1, luego PM, <x) =F"(x) > 0 si n— oo.
i) Sixp <oy x =%, P(M, £x)=F"(x) =1 paracualquier n.

Asi, se tiene que M, converge en probabilidad a x; cuando n tiende a e, y como la
sucesion M,, es no decreciente, se da la convergencia casi segura a X;. Este hecho
conlleva a que no sea posible ver la forma de la distribucién limite dado que esta

degenera en el punto X¢.

Par obtener mas informacidn sobre el comportamiento asintético del M, es decir, para
ver la forma asintotica del maximo, se necesita utilizar el concepto de convergencia en
distribucion del maximo que al normalizar convenientemente M evita que se degenere
en el punto xg. Este hecho es similar al caso de la convergencia en probabilidad y
convergencia casi segura de la media muestral a la esperanza matematica en las leyes
débil y fuerte de los grandes nimeros, en los cuales no se puede ver la forma de la
distribucién limite, mientras que en el Teorema Central del Limite que utiliza
convergencia en distribucién si se puede ver la forma asintdtica de la distribucion de la

media muestral.

17
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Distribucién Limite del Maximo

En este punto serd necesario mostrar cémo, bajo ciertas condiciones sobre la funcién
de distribucion acumulada F, es posible determinar la distribucién limite de una
adecuada “funcién lineal” del maximo M,,. Se comienza presentando el siguiente

ejemplo:

Ejemplo 1.2.2: Sea X una variable aleatoria, con funcién de distribucién F con cola

derecha dada por:

2 (&

F(x)=1-F(x > para x-., =0,
Y sea Xy, ..., X, una muestra aleatoria de X, entonces, parax > 0.

M,
—< = F = F°
P (nc < x) M, (ncx) (ncx)

" 1
~(1——) - e X para n- oo,
nx

1
Significa que e x = exp(—x~*) es la distribucién limite a la que converge en

. . . . M
distribucién el maximo normalizado de esta forma n_n
C

También se puede escribir este resultado generalizado para distribuciones con colas

que decrecen potencialmente.

Proposicion 1.2.1:
Sea la variable aleatoria X con funcién de distribucién F tal que para algin o > 0,

lim x*[1 - F(x)] = c, c>0

n—co

Mn
(ncjlfa

Y sea Xy, ..., X una muestra aleatoria de X. Entonces el maximo normalizado

converge débilmente a la una distribucién limite dada por:

exp(—x~9), >0
O e B
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Demostracidn:
Por hipétesis tenemos que x*[1 —F(x)] =c—o(1) para x = o,

es decir

luego

o) =[] = [1- S e

( M,
e~

‘L
para (cn) lax = a,x — coconn. B

Diferentes suposiciones para la cola de F conduciran a diferentes distribuciones limites,
por ejemplo si la variable aleatoria X tiene soporte finito (es decir X es acotada),
entonces para n grande M,, se acercara a X, pero dependiendo de la forma de F cerca

de xg existird o no una distribucion limite no degenerada para M,,.

Proposicion 1.2.2:

Sea X una variable aleatoria con distribucion F tal que para algin a > 0,

lim@x—x)"*[1-F(X)]=¢c, c>0,
X=X

entonces la distribucién del méximo normalizado (cn) fﬂ(Mn—xf) converge

débilmente a:

exp(~Ix|"}  x<0

qﬁ,(x)={1 2o amo

’

Demostracion:
Sea x < 0, por hipdtesis tenemos que: (xp —x)"%[1 = F(x)] = c+0(1) para x = X

Lo que se puede escribir como:
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+ o(1
1—F(x)=(c7f-_-—(:‘-§-_—1- para X = X¢

y entonces,

P (M" i x) = {F [(cn)‘é x+ xf]}n

()=

1
={ _%‘3_1} > exp(~Ix|®) para x-x. m

Hasta aqui solo se mostraron distribuciones con colas que decaen potencialmente
(serian las conocidas como distribuciones de colas pesadas), consideremos ahora una
distribucion con cola que decrece exponencialmente, es decir que cae con mas fuerza.

Proposicion 1.2.3:
Sea X v.a. tal que para alginc > 0,

lim e*[1-FX)] =c¢,
X=co
entonces

rllirg P[M, — In(cn) < x] = exp(—e™).

Demostracion:

Por hipatesis

e+ o(l)

1=FMx@)= z

__c-l- o(1)

P(M, —In(cn) < x) = [F(x+ In(cn))]" = (1 ) - exp(—e™*).m

cn eX

Note que hasta ahora se ha tratado con la distribucién limite del maximo
“apropiadamente normalizado” sélo para casos en los cuales las condiciones sobre la

cola de la distribucion hacen que las “constantes normalizadoras” adecuadas sean
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obvias pero este hecho no ocurrird siempre y muchas veces la eleccién de estas

sucesiones de contantes no sera para nada directa.

En definitiva, para ver la forma de la Distribucién Limite del Maximo se necesita
estandarizar convenientemente a M,,, que es similar a lo que se hace en las diferentes
versiones del teorema central del limite para estudiar la convergencia de la suma de
variables a la distribucién Normal. En este sentido, el anélogo al Teorema Central del
Limite en la teoria de extremos es el Teorema de Fisher-Tippett (1928) el cual afirma

que si para apropiadas constantes normalizadoras ¢, > 0 y d, € R, se cumple que:

para alguna funcién de distribucion acumulada no degenerada H, entonces H
pertenece a solo a uno de tres tipos de distribuciones llamadas Distribuciones de

Valores Extremos.

Para estudiar esta convergencia se puede escribir la funcién de distribucién acumulada

del maximo como:

Fu, (up) = P(M,, < uy).

Donde u, = ¢,x +dp,.

Las condiciones para la convergencia de esta sucesion de funciones de distribucion estan
relacionadas principalmente a la forma de la cola derecha de F. Esta es una de las
principales diferencias con las leyes limites para las sumas de variables aleatorias en las
que, las condiciones para la convergencia se establecen en términos de los momentos
centrales de las distribuciones.

Es muy importante aclarar que existen muchas familias de distribuciones para las cuales
no existe una distribucién limite no degenerada, cualquiera sea la sucesion de

constantes normalizadoras que se utilice. Los ejemplos para estos casos se mostraran

mas adelante.

Para continuar se presenta un resultado bdsico necesario para establecer las leyes

limites para los maximos. Este resultado es conocido como la Aproximacion de Poisson.
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Proposicion 1.2.4: (Aproximacién de Poisson)
Sea X una variable aleatoria con funcién de distribucién F, sean Xy, ..., X, una muestra
aleatoria de X, una sucesién uy, uz, ..., U, de nimeros reales y un nidmero fijo T € [0, ).

Entonces las siguientes expresiones son equivalentes:
nF(u,) = T, (1.2.1)

P(M,<u,) — e~ (1.2.2)

Demostracion
Seattal0<T<0,
La expresion (1.2.1) se puede reescribir como nF(u,) = T+ 0(1) o lo que es lo mismo,

T+ 0(1)

F(up)

= =r+:(1) F(u) =1~—

donde o es la funcidn “o pequefia” de Landau.

Entonces, si (1.2.1) vale, tenemos que:
= n
P(M; < uy) = [F(up)]" = (1 = F(un))

z(l_w

n
) —e T si n— oo,
n

Por otro lado, la condicién (1.2.2) se puede escribir como [1 — F(u,)]® — e Tysiesto

vale se cumple que F(u,) — 0.

Si no fuese asi existiria una subsucesion u,, tal que F(u,,k) se mantiene a una cierta
distancia de cero, esdecir, 3 & > 0 tal que F(u,, ) > & paratodo n, mayor oigual que
un cierton, luego:

P(Mp, S up,) = [1=F(u,)]™ < [1—€]™ » 0.

Lo que es una contradiccion.

Ahora de (1.2.2) tenemos
[ =Flog)l? < &=

Tomando logaritmos

2
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—nin(1-F(u,)) =
Utilizando el hecho de que ~In(1 — x) ~ x para x — 0 se tiene que nF(u,) = T+ o(1)

que implica 1.1. m
Observe que este resultado sigue siendo vélido para 7 = oo.

Coralario
Sea X una variable aleatoria con recorrido finito, es decir Xg < co, y con la propiedad

de qué:

F(xp-) = F(xg) — F(xg_) > 0.
Esto significa que la distribucidn tiene una masa acumulada en xg.
Entonces para cualquier sucesion (u,) que cumple que P(M, <u,) = p, setiene

que:p=0o0p=1.

Demostracién
Sea p: 0 < p < 1 entonces existe T: 0 < T < o tal que p = exp(—T) y sea u, tal que:

P(M, < u,) = p =e7T, entonces vale que nF(u,) = T paran — .

e Si u, <xp para infinitos valores de n entonces F(u,) = F(xz-) > 0 para esos
infinitos valores de n por lo que nF(u,) 2 © = T — .
e Siu, = xg a partir de un cierto n, se tiene que nF(u,) =0 = 1.

Porlotantop=00p =1.

Con este resultado se estd probando que para una distribucién de probabilidades que
tiene una masa acumulada en xg, la funcién de distribucién acumulada P(M,, < u,) no
converge a ninguna distribucion no degenerada, cualquiera sea la sucesion de
constantes normalizadoras (u,). Es decir, no existe una distribucién del maximo no
degenerada.

Se pueden escribir las condiciones para la existencia de la distribucién limite.
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Proposicion 1.2.5
Sea la variable aleatoria X con funcién de distribucion F y xp < o, ysea T € (0,1).

Entonces existe una sucesién (u,) que satisface nF(u,) = T siy solo si:

lim _F(x) —

Jim o = 1. (1.2.3)

Observacion:

Si X toma solo valores enteros, la condicion (1.2.3) se escribe como:
F(n)

F(n—1)

Este resultado se aplica para estudiar la existencia de la distribucion limite en variables

—1, para n-— oo,

aleatorias discretas con recorrido infinito.

Ejemplo 1.2.3:

Sea X con Distribucién Geométrica de pardmetro p: 0 < p < 1, luego su funcién de

masa estd dada por px(x) = (1 — p)*"*p, k € N, entonces:

Fl)  PX>0) ¥, 1-p)"'p
F(k—1) PX>k-1)  EZ,(1-p)p

JAsR =t Q-plii-pT ta-pFt]
T =gt e —pkee T @-pPtelepFre

=({1-p)€(0,1).

El limite no es 1 por lo que se puede concluir que no existe una distribucion limite no

degenerada para P(M,, < u,).



1.3: Distribuciones Limites del Maximo

En este punto se estd interesado en obtener una caracterizacion de las posibles
distribuciones limites del méximo de una sucesion de variables aleatorias X;, X, ..., X,
independientes e idénticamente distribuidas (iid), convenientemente normalizado. Este
problema tiene una cierta analogia con Teorema Central del Limite en el cual, bajo
ciertas condiciones, la distribucién limite de la suma de n variables aleatorias es una
distribucion Normal, en este caso es importante recordar que la distribucion Normal
tiene la notable propiedad de ser suma—estable, es decir, de mantenerse en la suma de
variables independientes, ya que al sumar variables aleatorias normales independientes

se obtiene una variable también con distribucion normal y ademas de ello, mediante un

cambio de posicién y escala se recupera la distribucidn de los sumandos.

Simbélicamente esto se escribe:

d
v X;,X; iid como X se cumpleque V¢; >0,V c; >0, ¢ X; +c;X;=bX+3a,

para apropiadas constantesh > 0 y a.

Observe que la distribucion Normal no es la tnica con esta propiedad, como ejemplo,
se puede mencionar a la distribucion Cauchy que también es estable bajo la suma y por
lo tanto es la distribucidn limite de la suma de otras distribuciones. Una caracterizacién
de todas las distribuciones suma-estables simétricas utilizando la funcién caracteristica
puede encontrarse en referencia [2] Embrechts pdg 71.

Lo andlogo a este resultado para el problema de la distribucion del maximo seria,
determinar cudles son las distribuciones que se mantienen al tomar el méximo de
variables independientes y que son invariantes ante cambios de posicion y escala. Asi
luego, estas serdn las Unicas posibles distribuciones limites del maximo de variables
aleatorias independientes, convenientemente normalizado. A las distribuciones que

cumplen con las condiciones mencionadas se las llama Distribuciones Max-estables.

Veamos cudl es su definicién formal.

3
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Definicidén 1.3.1: (Distribuciones Max-estables)

Se dice que, una variable aleatoria no degenerada X tiene distribucién Max-estable si y
solo si satisface que el max{Xy, ...,X,} tiene la misma distribucién de probabilidades
que ¢, X + d,,, para n variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas

X1, ..., X ¥ apropiadas constantes normalizadoras ¢, > 0y d,€ R, para todon = 2.

Lo que se puede escribir como: F™(x) = F(c,x + dy,).

Note que si X, ..., X,, son independientes e idénticamente distribuidas con distribucién

max-estable, se tiene que:

Y es obvio que cualquier distribucion max-estable es la distribucién limite, no
degenerado, del maximo de variables aleatorias iid, dado que por lo menos es limite de

ella misma.

Ejemplo 1.3.1: La distribucién Gumbel es max-estable.

Sea X una variable aleatoria con funcién de distribucion F(x) = exp (—exp (—Eg—g))

para —oo < x < 0, ypardmetros§y 0: —co <f< oy 0<B < oo,

Entonces équé distribucion tiene el maximo de n variables aleatorias iid como X?

Fu, (%) = F*(x)

ofet59)
o (-ness(-55)) = em(-new(-3)ew(())
- xp( (=) exp(nn ) = xp(-np (-2 21 )




= exp (—exp (_x ;F.))), donde 8" =0y £ =&+ 0Inn.

Entonces M,, tiene la misma distribucién que la variable original salvo un cambio de
posicién y escala.

d
Es decir, si Y=c,X + d, tenemos que:

x—(d, + an))).

Entonces ¢ Cuales serian las apropiadas constantes normalizadoras?

{d““"’E:m““ d, =8lnn y ¢, =1

¢, 8==8

Teorema 1.3.1: La clase de distribuciones max-estables coincide con la clase de todas
las posibles distribuciones limites, no degeneradas, del maximo normalizado de

variables aleatorias iid.

Demostracion
De la propia definicion se tiene que si una distribucion es max-estable, entonces es el

limite de distribuciones pues al menos es el limite de ella misma.

Sean las constantes normalizadoras ¢, > 0y d,, € R tales que patatodo x € R,
H n —
I]]Ln;lo F'(c,x +d,) = H(x),
Para alguna funcién de distribucién no degenerada H. Y sea k € N, entonces tenemos
que:
K ; K et ik
H*(x) = [hm FM'(cpx + dn)] = lim F™(cpx + dy),
n—co n—co

pero por otro lado, también vale que:



lim F““(cnkx—l- dnk) = H(x).

n-+co

Luego, por el Teorema 1.1.1 existen constantes & >0y dy € R tales que

3 s . dpe—d
&= lim— vy d, = lim z
n-ro Cp n-—+ca Cn

y tales que si Yy, ..., Ykson iid con funcién de distribucién H, se deberd cumplir que

d
méx{Yl, Wy Yk} '—‘EkY1 -+ dk

Teorema 1.3.2: {Fisher—Tippet)

Sea Xy, .-.s Ap una sucesion de variables aleatorias iid. Si existen constantes

normalizadoras ¢, > 0y d,e R yalguna distribucion no degenerada H tal que

Mn W dn
Cn

d
= H,

entonces H pertenece a uno de los tres tipos de distribuciones siguientes:

Fréchet: cp()ﬂ{O' x<0 450 13

réchet: ox) = exp{—x_“}, 20 o : (1.3.1)

Gumbel: G(x) = exp(—e™), xeR (1.3.2)
i . exp(—(—x)%} x=0

Weibull: W, (x) {1. = e (13.3)

La demostracion se basa también en el Teorema 1.1.1, pues este muestra de que manera

surgen las tres distribuciones limites.

Esencialmente tenemos que, segun la hipdtesis, para todo t > 0 se cumple que:

F[nt] (c[nﬂx + d[nt]) - H(X).

Donde los corchetes [ ] denotan la funcién parte entera.

Pero también deberd cumplirse,



(nt]
Fid(c x +dp) = [FP(enx + d)ln - H'(),

Luego por el Teorema 1.1.1 existen funciones B() > 0ya(t) € Rque satisfacen

3 Cq c dy — d[nt]
E=a I a(t) = lim , cont>0,
f=20 Clnt] y =% Cnt)

Ht(x) = H[B(Ox + a(b)].

De esta dltima ecuacion se deduce que B(st) = BBIB(M) ¥ a(st) = ) a®) +a(®) v

de las dos ultimas ecuaciones funcionales surgen las tres distribuciones extremales. La

demostracién completa puede verse en Resnick [13]

La siguiente figura muestra las formas de las densidades de estas tres distribuciones,

para la distribucién Fréchet y Weibull se tomé o =1.

1,1

0,9 I

0,7

1
L
1

'

Gumbel

0,5
--------- Fréchet

RN i Y S o Sy Weibull

0,1

-6 -4 -2 0 2 4 6

Figura 1.3.1: Densidades de las distribuciones de valores extremos estandares, se tomd o = 1 para las

distribuciones Fréchet y Weibull.



Ejemplo 1.3.2: Maximo de vs. as. Exponenciales.

Sean Xy, ..., Xp, iid con funcién de distribucién F(x) = 1 —e™*, F(x) =e™.

—y-T

P(M, —Inn < x) = P[X; < x-+inn]" = [1 -ET] - exp(=e) = 6(x)

Asi converge a la distribucion Gumbel.

Ejemplo 1.3.3: Méaximo de vs. as. Cauchy.

Sean Xy, ..., Xy, iid con funcién de densidad

1
f(x)-_—m, x€ER

sin dificultad se puede probar que
l 1
F(x)~—
CO~—

luego por la Proposicion 1.1 tenemos que:

n

nx il
P (Mn =)= [1 N exp(—x"1) =®,(x), x>0

Luego converge a la distribucion Fréchet
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1.4: Maximo Dominio de Atracciéon

En la seccién anterior se dijo que la distribucion del méximo de una sucesién de variables
aleatorias iid, convenientemente normalizado, cuando converge, lo hace a una de sélo
tres distribuciones posibles. También se puede preguntar ¢De qué manera se deben

buscar o elegir las apropiadas constantes normalizadoras ¢, > 0y d,e R para que se

cumpla que ¢,"*(M, —d,) - H? Y sies posible cambiar la distribucién limite del
maximo cambiando las constantes normalizadoras. La respuesta a la segunda pregunta
esta en el hecho de que la convergencia a las distribuciones limites esta univocamente
determinada bajo transformaciones afines debido a la propiedad de ser max-estables,
sin embargo es posible mejorar la velocidad de convergencia cambiando las constantes
normalizadoras. La respuesta a la primera pregunta se dard mas adelante.

A continuacién se buscard determinar las familias de distribuciones F tales que, el
maximo normalizado de una sucesion de variables iid como F, converge a una
determinada distribucion de extremos. En palabras mas sencillas, cudles son las
distribuciones cuyo maximo converge a la distribucion Frechét, cuales convergen a la
Gumbel y cuales a la Weibull.

A estas familias se las llama Maximo Dominio de Atraccion de una distribucién de

extremos dada.
Definicion 1.4.1: (Maximo Dominio de Atraccién)
Se dice que la variable aleatoria X pertenece al maximo dominio de atraccion de la

distribucion de valores extremos H, MDA(H), (Donde H es una de las tres distribuciones

de extremos), si es que existen constantes normalizadoras ¢, > 0y d,e R tales que:

Se escribe X e MDA(H).
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Proposicién 1.4.1: Caracterizacion del maximo dominio de atraccién.

La funcién de distribucién F pertenece al MDA (H) con constantes normalizadoras
¢y > 0,d, € Rsiysolosi
lim nF(cx +dp) =—InHE), x€ER

n—+co

Es decir: F e MDA(H) siy solo si

P(M, < cpx +d,) = e Tentonces T = —In H(x) yasi nF(cyx+dy) = —InHEO.

Un concepto muy util a la hora de especificar el maximo dominio de atraccion de las
distribuciones limites es el de “Distribuciones de colas equivalentes”, este importante
concepto también sera utilizado en [a descripcion de la familia de distribuciones que son

el objeto de este trabajo.

Definicién 1.4.2: (Distribuciones de colas equivalentes)

Dos distribuciones F y G son de colas equivalentes si F y G tienen igual punto final
derecho, esto es X = Xg < 0y para alguna constante real c, 0 < c < o™, se cumple
que

FG) _
xlg;ﬁ(x) =

Observaciones
o SiFyGsonde colas equivalentes,F e MDA(H) & G e MDA(H) lo que se deduce
facilmente de la caracterizacién de la Proposicion 1.4.1.
e Si dos distribuciones son de colas equivalentes, entonces s€ pueden utilizar las
mismas constantes normalizadoras para la convergencia del maximo.
o La determinacion de las constantes normalizadoras puede llegar a ser muy

complicada para algunos casos.




A continuacion se presenta una descripcion breve de los dominios de atraccion

correspondientes a las distribuciones Frechét y Weibull, para luego tratar la que nos

interesa especialmente, es decir, el caso Gumbel.

Méximo Dominio de Atraccién de la Distribucién Frechét

Sea X con distribucion Frechét, con funcién de distribucion:
O (x) = exp(—x"%), x>0, a> 0

Por Taylor
2

e"—1+x+x—+--
i 2

-2a

2

exp(—x"®) =1—x"%+

por lo que la cola derecha,

) =1—exp(—x" ) =x"—— ~x"% para X- .

Se dice en este caso que la cola derecha F es de variacién regular de indice —. En

realidad, se puede probar que el Maximo Dominio de Atraccion de la Distribucion

Frechét esta compuesto por las distribuciones cuya cola derecha es de variacion regular

de indice - &y se puede caracterizar mediante el siguiente resultado.



Proposicién 1.4.2: (condicién de Von Mises)

Sea F funcién de distribucién absolutamente continua con densidad f que cumple con:
xf()

im=——=0a>0
lﬂF(x) N

Entonces F € MDA(®,).

Ejemplo 1.4.1: (Distribucion de Pareto)

Sea la variable aleatoria X tal que:
a

ff k
F(x)z(m) ,con a>0 y k>0.

Ry =1~ (%) = Jld = (k i x)H k f )2

Entonces el cociente,

) &

xf)  F\kFx/  k+x?_ e MO

F(x) ( k )“ T k+x P :
k+ x

y asi se tiene que [a distribucion de Pareto esta en el MDA de la distribucion Frechét.

Se puede mostrar que cada [ perteneciente al MDA de la distribucion Frechét es de cola
equivalente con una distribucion absolutamente continua que satisface la condicion de
Von Mises. Por lo cual, podemos decir que el MDA(®,) consta de todas las
distribuciones que satisfacen la condicién de Von Mises mas sus distribuciones de colas

equivalentes.
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Maximo Dominio de Atraccién de la Distribucion Weibull

Sea X con distribucién Weibull,

Pa(x) = exp{—(—x)°}, x<0, a>0.
Si consideramos la relacién entre Y ¥y @, estaes:x > 0, P (—x1) = P, (x), la que
significa que si Y= —% , donde X tiene distribucién Frechét entonces Y tiene

distribucién Weibull. Naturalmente tendremos que esperar que sus MDA se definan de

manera similar.

Ciertamente, se tiene que F € MDA(Jo) © xg < 0y F(xp — x~1) es de variacién

regular de indice - a.

Similar al caso Fréchet se presenta la siguiente condicidn, que también servira para

caracterizar este dominio.

Proposician 1.4.3: (condicion de Von Mises)

Sea F una funcidn de distribucion absolutamente continua con densidad f positiva para

algtin intervalo finito (z, xf) que cumple con:

I (xg — x)f(x) _
im ———=
xxp- F(X)

Entonces F € MDA(ig).

a>0 (1.4.1)

En resumen, se vio que utilizando los conceptos de funciones de variacion regular y de
distribuciones de colas equivalentes, es posible caracterizar los dominios de atraccion
de las distribuciones Fréchet ®, y Weibull ¥,. En cambio, el méximo dominio de
atraccién de la distribucién Gumbel, que es el que nos importa especialmente, no es
facilmente caracterizable dado que cubre un amplio rango de distribuciones y no tiene

una conexién directa con funciones de variacién regular.



Maximo Dominio de Atraccion de la Distribucién Gumbel

Utilizando una expansion en serie de Taylor se puede demostrar que la cola derecha de

la distribucién Gumbel decrece exponencialmente, es decir:

G(x) =1 - Exp(—e™) ~ e* para X = o,

Sin embargo existen distribuciones con colas diferentes a la cola de la distribucion

exponencial y aun asi estan dentro del Dominio de Atraccion de la Distribucion Gumbel,

estas se pueden caracterizar mediante una extension de la representacion propuesta

por Von Mises.

Definicién 1.4.3: (Funcién de von Mises)

Sea F una funcién de distribucion con punto final derecho Xy =y supongase que

existe un punto z < X¢ tal que F se puede representar como:

= Ao
F(x)=cexp{—J a_(adt}' 72 <X < Xg.

Donde ¢ es una constante positiva, la funcion auxiliar a(-) es positiva y absolutamente

continua. Ademds su derivada @’ es tal que:

lim a'(x) = 0.

X=%

Entonces se dice que F es una funcion de von Mises.

Ejemplo 1.4.2: Sea X una variable aleatoria con distribucion exponencial, entonces su

funcién de sobrevida serd:

F)=1-F@=e™, para x>0, 1>0.

Esta funcion se puede escribir de la forma:

F(x) = exp{—Ax} = exp {-— rk dt}.

o . s sk 1
Luego F es una funcion de von Mises con funcién auxiliar a(x) = 2



Ejemplo 1.4.3: Sea X una variable aleatoria con distribucion Weibull con funcién de

sobrevida dada por:

F(x) = exp{—cxP} = exp {—jxc;)tl"‘dt]

a 3 N i x1-P
Luego es una funcién de von Mises con funcién auxiliar a(x) = =

Ejemplo 1.4.4: Sea X una variable aleatoria con distribucién de Pareto, entonces la cola
de la distribucidn tiene la siguiente forma:

a

o k
F(x)=(m) . om0 k>0

Entonces
F(x) = exp{a(ink — In(k + x))}

= exp{—aln(k + x) + alnk}

= exp { k_-l-tdt}
k+x

Luego es una funcién de von Mises con funcién auxiliar dada por a(x) = —

Ver otros ejemplos de funciones de este tipo en Embrechts (1997), Seccidn 3.3.3.

Observe que, de la dltima definicién In(F(x)) = In(c) — _fz -Edt y por lo tanto

a(*i)—((-—lnﬁ(x))=f(—x)=L Z <X < X¢

Fx) a)’

Luego ocurre, que para toda funcién de von Mises F con funcion de densidad positiva

F' = f, la funcién auxiliar puede ser elegida como,
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a(x) = E@

f(x)

Y ademads cumple con las siguientes condiciones,

i) SiXg = co entonces

)
M= =
xe F(X)
ii) Sixg < oo, entonces
Nt L
X=X ?(x)
Ademds note que a~1(x) = % es el llamado “hazard rate” o “tasa de mortalidad” de

B

También se puede probar que una funcién de von Mises pertenece al Dominio Gumbel

y ademds esta representacion permite obtener las constantes normalizadoras como:

1
dn=F“(1—;) y ¢, =a(dy)

n_mn

Donde se denota por F* a la funcién inversa generalizada de F y "a" es la funcion

auxiliar de la representacion de von Mises. Embrechts (1997) seccion 3.3.3.



Observacién:

Sea I una funcién de distribucién con punto final derecho x¢ < oo y suponga que existe
algin z <I Xg, tal que F tiene derivada hasta orden 2 en (z,%¢) con densidad positiva
f(x) = F'(x) y F"(x) < 0 para z < X < X¢. Entonces F es una funcién de von Mises con

funcién auxiliar dada por a = F/f siy solo si

FOF'(x) _

i = —1.
S

Esta condicién se puede aplicar para demostrar que una determinada funcién de

distribucion es una funcidn de von Mises y por lo tanto pertenece al Dominio Gumbel.

Caracterizacion del Dominio de Atraccion Gumbel

El conjunto de las funciones de von Mises no alcanza a cubrir completamente al Maximo
Dominio de Atraccion de la Distribucion Gumbel, pero una simple generalizacidn de esta

propiedad nos da una completa caracterizacién del MDA(G).

Proposicion 1.4.4:

Una funcién de distribuciéon F con punto final derecho x; < oo pertenece al Maximo
Dominio de Atraccion de la Distribucion Gumbel si y sélo si existe un punto z < X tal

que F se puede representar como:

F(x) = c(x)exp {— fx%dt}, z <X < Xy

Donde c y g son funciones medibles que satisfacen que ¢(x) = ¢, g(x) — 1 cuando
X = X¢ por valores menores que Xy, y la funcién a(x) es positiva y absolutamente

continua. Ademas su derivada a’ es tal que:

lim a'(x) =0.

X—Xg~

Esta modificacion a la definicion de una funcién de von Mises es simple en sentido que

agrega funciones cola-equivalentes. Entonces, otra manera de expresar lo mismo seria
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diciendo que: El Dominio Gumbel es igual al conjunto de las funciones de von Mises mas

sus distribuciones cola-equivalentes.

Puede mostrarse que el MDA(G) contiene una gran variedad de distribuciones cuyas

colas pueden ser verdaderamente diferentes, desde colas moderadamente pesadas
hasta colas muy livianas incluso con punto final derecho finito.

Es por esta razon que se considera que esta familia de distribuciones es lo
suficientemente rica, como para considerarse como modelo de estimacién para muchos
fenémenos, el problema es que, como ya sé menciond antes, tiene la dificultad de ser
una familia no paramétrica de distribuciones. En este trabajo se propone aproximar el
Dominio Gumbel mediante una familia paramétrica obtenida de ampliar la familia

Gumbel mediante una transformacién Potencial (Capitulo 3).

Ejemplo 1.4.5: La Distribucion Normal pertenece al Dominio Gumbel

I
Teniendo en cuenta que para la distribucién Normal ocurre que _ii_") =)y

observando que

e . S A S
lim = 1m-,——-—~hm-———1
om @(X)  xw@'(X)  @X) xveq
2
X x X

x’Z
Obtenemos la razén de Mill, ®(x) ~ @(x)/x. Entonces

P | W0
wxet f2(X) xs  @2(X)

Luego, la funcién de distribucion acumulada de la Distribucion Normal es una funcién de
von Mises y por lo tanto pertenece al Maximo Dominio de Atraccién de la Distribucion

Gumbel.
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Capitulo 2

Aplicacion de la Transformada Box-Cox para aproximar

una distribucion Gumbel

En este capitulo se trata principalmente, con los detalles del procedimiento de
transformar los datos para aproximarlos mejor a Ia distribucién de extremos Gumbel.
Esta necesidad surge, porque en los casos aplicados muchas veces el modelo Gumbel
puede ser demasiado rigido y no captar bien la verdadera forma de las colas de las
distribuciones involucradas.

Se discute en qué sentido evaluar la aproximacién y se muestra graficamente la
capacidad de |a transformacion para realizar la aproximacion. Si se tiene en cuenta que
la aproximacion es con el fin de calcular percentiles superiores, entonces el interés esta

en tener una aproximacion lo mas exacta posible en la cola derecha de la distribucidn.
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2.1: Introduccion

En este capitulo se tratan los pormenores de la aplicacién de una transformacion

potencial a los datos para aproximarlos mejor a la distribucién de extremos Gumbel.

Esta necesidad surge del hecho que el Dominio de Atraccion de la Distribucién Gumbel,

en el cual se estd interesado, es muy amplio en sentido de contener distribuciones de

colas muy variadas, pues existen distribuciones en este dominio que tienen velocidad

de convergencia muy lenta a la asintota, como ser por ejemplo el caso de la distribucién

Normal.

En la teoria de extremos se muestra que la distribucion del maximo de una muestra de

variables aleatorias X;, ..., Xt independientes e idénticamente distribuidas, cuando

converge para T — o, lo hace a una de las tres distribuciones extremales, Fréchet,

Gumbel y Weibull, Capitulo 1.

En particular en este trabajo el interés estd puesto en las distribuciones que tienen

convergencia a la distribucion Gumbel. En estadistica de valores extremos, que trata con
la estimacion de la distribucion del maximo (o lo que es lo mismo, la estimacion de los
percentiles superiores de la distribucion) puede ocurrir que, en los casos aplicados la
cantidad de variables T considerada no sea lo suficientemente grande como para
suponer, invocando a la convergencia a las distribuciones extremales, que la distribucién
de los datos sea muy proxima a la distribucion limite (Gumbel), provocando sesgos
importantes en las estimaciones.

Por ejemplo, en nuestro caso se cuenta con datos que son velocidades mdximas
mensuales de vientos. De estds velocidades maximas mensuales se toman las
velocidades maximas anuales (para reforzar la hipétesis de independencia entre las
observaciones y para mejorar la proximidad a la asintota, la distribucién Gumbel) que
esta muy recomendado en la bibliografia de extremos, obteniéndose asi T = 12 (12
meses) y aun asi tomar la distribucién limite puede ser poco sustentable y ademas
producir sesgos en las estimaciones de los percentiles superiores dado que el modelo
ajustado (distribucion Gumbel) puede ser demasiado rigido y no ajustarse bien a los
datos, especialmente en las colas. Esto restringe significativamente la aplicabilidad del

método, por lo que seria entonces interesante dar al modelo cierta flexibilidad a partir
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del Modelo Gumbel para que pueda captar estas diferencias en los indices de las colas

sin salirse del Dominio de Atraccién de la Distribucion Gumbel.

Una alternativa muy atractiva es debilitar significativamente la hipétesis de que la
variable X tiene Distribucién Gumbel, permitiendo que la distribucién de X esté en el
Méximo Dominio de Atraccién de la Distribucion Gumbel, lo que representaria una
importante ampliacién de la aplicabilidad de los métodos debido a la riqueza del
dominio Gumbel, que contiene distribuciones con colas desde muy livianas, como la
distribucién Normal, hasta moderadamente pesadas como por ejemplo la distribucién
Lognormal. El problema que surge de inmediato es que al ser el dominio Gumbe! una

familia no paramétrica de distribuciones, (no existe un modelo paramétrico a estimar)

dificulta el ajuste de este modelo a los datos reales.

Un procedimiento propuesto aqui para determinar un modelo paramétrico que
generalice al modelo Gumbel, que esté dentro del Maximo Dominio de Atraccion
Gumbel y que de algin modo lo represente con fines de estimacion, se basa en la
siguiente idea: Supongamos que ciertos datos son generados por una distribucion
perteneciente al Maximo Dominio de Atraccion Gumbel, entonces, mediante una
transformacion adecuada aproximo estos datos a la distribucion Gumbel y luego estimo
con estos datos transformados los pardmetros de la distribucion. Entonces estamos
ampliando la distribucion Gumbel a la “familia de distribuciones” tales que

transformadas se aproximan bien, en cierto sentido especifico, a |a distribucion Gumbel.

Esta idea, similar a la de Box-Cox (1964), que utiliza la transformacion potencial,

x* -1 o
y=)={""x =

In(x) A=0

x> 0.

para lograr normalidad, seréd utilizada aqui para obtener proximidad a la distribucion
Gumbel, donde el parametro A, que llamaremos parametro de forma, es quien

proporciona la flexibilidad adicional para mejorar el ajuste en las colas de las
distribuciones.



Observe que la distribucién Gumbel tiene recorrido en (—o, +) y Ia transformacién
solo toma valores mayores que —1/A, esta dificultad no seré tenida en centa dado que
la variable original X sera corregida adecuadamente mediante parametros de posicién y
escala para no tener problemas de definicién y mejorar eficiencia de la transformacion.
Observe también que, al variar A el modelo de ajuste tendra colas mas préximas o mas

alejadas de la distribucién Gumbel, sin salirse del Maximo Dominio de Atraccién de la

Distribucién Gumbel.

Lo que interesa, entonces, es estudiar si esta familia de distribuciones proporciona un
modelo lo suficientemente rico para ajustar bien a los datos, si es realmente “mas
amplio” que el modelo Gumbel para la estimacion de la distribucién de extremos, y si

de alguna manera representa al Maximo Dominio de Atraccién de la Distribucidon

Gumbel.

Es claro que dada una distribucidn perteneciente al Maximo Dominio de Atraccién de la
Distribucion Gumbel en general no existira ningun valor del pardmetro de forma X tal
que esta distribucidn transformada tenga exactamente una distribucién Gumbel, por
ejemplo, Si X tiene distribucion Normal estandar no existira un parametro A >0 tal que

> |
A

tenga distribucion Gumbel. Sin embargo, teniendo en cuenta que el objetivo final es la

Y=

estimacion del maximo y por lo tanto lo que realmente importa es el comportamiento
de [a distribucion en las colas, podemos buscar un A > 0tal que X e Y sean distribuciones
de colas lo suficientemente préximas, lo que significa en otras palabras lograr
estimaciones precisas de los percentiles superiores de la distribucion de interés. Por
ejemplo, para el caso de aproximar la distribucion Normal por una distribucion Gumbel

el valor 6ptimo es de A = 2. Ver seccién 3.3.
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2.2: La Distribucién Gumbel

Uno de los primeros cientificos en aplicar esta teoria fue el matematico aleman Emil
Gumbel (1891-1966). Se centré principalmente en aplicaciones de Ia teoria de valores
extremos a problemas de ingenieria, en particular de modelado de fenémenos

meteoroldgicos tales como flujos de inundacién anual.

La distribucién de Gumbel, también es conocida como la distribucién de valores
extremos de Tipo |, esta definida sobre toda la recta real y tiene la siguiente funcion de

distribucién acumulada:
x—§
G(x) = exp | —exp (— T) y —O < X<, (2.2.1)

Donde —c0 < § < o0 y 8> 0, pes el pardmetro de localizacidn, y o es el parametro de
escala de la distribucién. La forma del modelo Gumbel no depende de los pardmetros

de la distribucion.

Para el caso especial E =0 y 6 = 1, es decir

G(x) = exp(—exp(—x)), —o <x< o, (2.2.2)

la llamaremos Distribucion Gumbel Estandar.

Figura 2.2.1: Densidad de la distribucion Gumbel Estandar, E=0y 6 = 1.



A continuacién se muestran sus pardmetros de posicién y escala:

Si M es la mediana de la distribucion entonces €xp (-—exp (- -'%—E)) = 1/2, entonces

M-—-z—eln(ln@))

Para encontrar la esperanza, recuerde que
1 1
B0 = [ Fiody = [ (5 eim-my)ay =5+,
0 0

donde

4
Y= J’ —In(=Iny) dy = 0.57722,
0

se llama contante de Euler-Mascheroni.

también se puede probar que su desviacion estandar es:
om

=76

Lamodaesky

Otra propiedad importante, es que el maximo de T variables aleatorias independientes

con distribucién Gumbel tiene también distribucién Gumbel con diferentes parametros.

Teorema 2.2.1: Maximo de variables aleatorias independientes con distribucion

Gumbel.

seanXy, ..., Xp iid como X~G(§,0)yseaM, = max{X,, .-, Xn}, entonces M,~G(%",6)

donde & = £+ 6In(n).

Es decir que el maximo de variables aleatorias independientes con distribucion Gumbel

tiene también distribucién Gumbel.
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Demostracion

F'(z) = [ex p (f—exp (-— z ; E))]
= exp (——nexp (-— ?))
= exp (-—exp (ln(n) — z—;—g))
( ( 3= (= eln(nn))
—exp|—expl-——5 ) )

Luego M, = max{Xy, ...,X,,] tiene distribucion Gumbel con parametro de posicion

g =¢—6In(n), y parametro de escala ' =0.m

Note que F'(z) = F(z + 8In(n)) = F(cnz + dy) donde ¢, =1y d, = 81In(n), por lo

a distribucién Gumbel es mix-estable como era de esperarse.

tanto |
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2.3: Aplicacién de la Transformacion Box-Cox.

Suponga que Xj,...,X, es una muestra aleatoria de una variable aleatoria X con

distribucién en el Maximo Dominio de Atraccion de la Distribucion Gumbel.

Se desea utilizar una modificacién de la siguiente funcion para transformar los datos:
x* -1

y=g@={"7x_ *>%
In(x) A=0

x>0 (2.3.1)

Esta fue propuesta por Box-Cox (1964) para resolver problemas de falta de normalidad

y de heterocedasticidad en los datos.

En el presente caso el objetivo sera aproximar la distribucién de los datos a la
distribucién Gumbel y asi lograr un mejor ajuste especialmente en las colas. Este
procedimiento conduce de una manera natural a extender el modelo de ajuste a partir
del modelo Gumbel a una familia mas rica de distribuciones para obtener una mejor
estimacion de los percentiles superiores o periodos de recurrencia de sucesos extremos.
Sin embargo, si se aplica (2.3.1) directamente para aproximar los datos a una
distribucidon Gumbel de parametros &, 8 surge un problema de identificacién entre los
parametros de posicion y escala de la variable original y los de la variable transformada
respectivamente, es por ello que la transformacién mas apropiada utilizada aqui debera
tener la forma:

X—=%§

sgn (1+W)_1]' —ww<X <+ (2:3.2)

X—Er‘
b

@
Y=G(X)=X 7

1+

Donde los parametros son tales que: A > 0,—c0 <& <o y 8> 0 yla constante c se
elige entre 2 y 5 de modo que la condicion X > £ — ¢B se verifique en el caso especial
que se esté tratando, es decir que la funcién signo que se ve en (2.3.2) tomara siempre

el valor positivo.

La transformacion (2.3.2) surge de (2.3.1) luego de realizar una estandarizacién de la

variable original X realizada para solucionar el problema de falta de identificacion de los
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pardmetros y asi obtener una mejor eficiencia en la estimacidn e interpretacién de los
mismos.

Es claro que con la transformacién asi planteada, los parametros se estiman de modo
que la variable transformada Y se aproxime a una distribucion Gumbel Esténdar. Este

procedimiento se explica en el capitulo siguiente.

Ahora se pueden considerar las siguientes preguntas

éCudles son las distribuciones que transformadas se aproximan bien (en un sentido
especifico) a la distribucion Gumbel?

Y

éCusdles son las distribuciones que transformadas tienen exactamente una distribucion

Gumbel?

Con respecto de la segunda pregunta, se puede identificar a las distribuciones que
transformadas tienen exactamente una distribucién Gumbel, como la Familia de
Distribuciones Anti-transformadas mediante (2.3.2) de la distribucién Gumbel Estandar.
Pero, teniendo en cuenta que lo que interesa realmente es estimar los percentiles
superiores y por lo tanto sélo el comportamiento en |a cola derecha de la distribucion
es importante, se puede ampliar considerablemente esta familia a todas las
distribuciones cuya cola derecha transformada es equivalente a la cola de la distribucidn
Gumbel. Lo que responde a la pregunta 1, pues el modelo serd el conjunto de todas las
distribuciones tales que transformadas tienen una cola equivalente a la distribucion
Gumbel. Si observamos la Figura 2.3.1 (a) notaremos que la distribucién normal
transformada se ajusta bien a la Gumbel en la parte derecha, linea punteada, y tiene un
desajuste en los valores menores (se aleja de la linealidad). En un sentido practico, esto

significa que en ciertos casos serd mas eficiente utilizar solo los datos en la parte derecha

de la distribucion.

En las figuras siguientes se presentan dos ejemplos, caso Normal y Lognormal, que

muestran |a capacidad de la transformacién propuesta para aproximar distribuciones

del Dominio Gumbel.

49




Lo que se presenta es el Q-Q plot de valores esperados, es decir, los valores esperados

transformados y sin transformar de las distribuciones Normal y Lognormal en funcion

de los valores esperados de la Gumbel estandar. Es decir que la proximidad a la linea

recta representa la proximidad de la distribucién transformada a la distribucién Gumbel.

Este método permite apreciar graficamente cémo la transformacién deforma a la

distribucién de interés para aproximarla a la Distribucién Gumbel y un método basado
en esta idea sera utilizado para la estimacion de los pardmetros.

En la Figura 2.3.1 (b) se ve como 2 aproximacién de la distribucion Log-normal es muy

buena en todo el dominio, linea punteada.

Estos graficos también permiten ver si Ia cola de la distribucién original es mas 0 menos

pesada que la colade la distribucién Gumbel, en la Figura 2.3.1(a) (caso normal) la linea

azul indica una cola mas liviana que la Gumbel y la Figura 2.3.1 (b) (caso log-normal)

muestra lo contrario.
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Cuantiles

Cuantiles

Figura 2.3.1:

3
2
1 :
Dist. Normal
0
= = == Dist. Normal
transformada
-1
-2
-3
-2 0 2 4 [
Distribucidn Gumbel Inversa
(a)
14
12
10
/
&
——— Dist.
6 Lognormal
4 / A - === Dist.
e S - Lognormal
2 /{‘ -~ transformada
i
—
0 — !
2 0 2 4 [

Dist Gumbel Inversa

(b)
a) Q-Q plot Distribuciones Normal versus distribucién Gumbel y Q-Q plot Distribuciones
Normal transformada(A = 2)) vs distribucién Gumbel.
b) Q- plot Distribuciones Lognormal versus distribucion Gumbel y Q-Q plot
Distribuciones Logormal transformada (A = 0) vs distribucion Gumbel.
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Capitulo 3:

Distribucién Gumbel Ampliada

Este capitulo estd dedicado a la Familia Potencial-Gumbel y como surge de aplicar la
anti-transformada de una modificacion de la transformada de Box-Cox a la Distribucién
Gumbel. Se muestra que esta familia estd contenida dentro del Maximo Dominio de
Atraccion de la Distribucion Gumbel; que tiene distribuciones de diferentes formas
(simétricas y asimétricas) y de diferentes colas; que al igual que el Méximo Dominio de
Atraccién de la Distribucion Gumbel contiene distribuciones con colas muy livianas que
corresponden a valores de A > 1, hasta distribuciones con colas moderadamente
pesadas para valores de A = 0,

Lo que se propone en definitiva es, visualizar a la familia Potencial-Gumbel como una

semi-parametrizacion del Maximo Dominio de Atraccion de la Distribucion Gumbel.
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3.1. Introduccién

Un resultado cldsico de la teoria de extremos afirma que la distribucion del maximo de
un conjunto de observaciones independientes e idénticamente distribuidas X3, ..., X, de
una variable aleatoria con distribucién F, si converge cuando n tiende a infinito, lo hace
a una de tres posibles distribuciones limites, una de las cuales es la distribucién de una
variable aleatoria Gumbel, que juega un papel central en este trabajo.

Es un hecho conocido que la distribucién del maximo en este caso puede converger a su
asintota en forma muy lenta como lo hicieron notar Fisher y Tippett (1928). Ver al
respecto Galambos (1987), Resnick (1987), Embrechts y otros (1997) y Leadbetter y
otros (1982). En Galambos se prueba que la velocidad de convergencia de la distribucién
del mdximo de observaciones Gaussianas i.i.d. es del orden de 1/In n, mientras que para
la distribucién exponencial es del orden 1 /n.

Lo importante es que en general, la convergencia de la distribucion del méximo a su
limite puede ser muy lenta.

En este trabajo se propone modelar el Maximo Dominio de Atraccion Gumbel mediante
una familia de distribuciones que se obtiene mediante |a aplicacion de una modificacién

de la transformacién de Box-Cox inversa a una distribucion Gumbel.

Sean X, ..., X,, observaciones de una variable aleatoria X con funcién de distribucién Fy,

sea Y = g(X) donde g es una funcién estrictamente mondtona.
Si g™* representa la funcion inversade g y si Y; = g(X;), i =1,...,n, se tiene que:
max(Xy, ..., Xp) = g [max(Y;, ..., Yo)l,

Esta igualdad permite transformar las observaciones en un conjunto con mejores

propiedades para la aplicacién de la estadistica de extremos. Note que no se requiere

que las observaciones sean independientes.

Por otra parte si Xy, ...,X, son iid. segin Fy Fy es la funcién de distribucién de
= max{Xy, .., Xp} entonces Fz(z) = F(z)". Por lo tanto los valores de Fz(z) >3

estdn determinados por los valores

1
F(z) > (3)" = 0.9330,
sin = 10 por ejemplo, lo cual muestra que sélo es critica la transformacién de la cola

derecha.
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3.2. Distribucion Potencial Gumbel

La distribucion Potencial-Gumbel, es |a familia de distribuciones que surge de aplicar la
transformada (2.3.2) inversa a una distribucion Gumbel Estindar (es decir de
pardmetros £ = 0y 8 = 1). Esta familia de distribuciones que se obtiene al agregar el
tercer parametro A de la transformacién, tendra una mayor flexibilidad que le permitira

un mejor ajuste en las colas sin complicar demasiado el modelo.

Definicién 3.2.1 (Distribucién Potencial Gumbel)

Se dice que una variable aleatoria X tiene distribucion Potencial Gumbel de pardmetros

£,0,A con —0<E<o® 8>0 y A>0,silavariable aleatoria

e 8 -5 X~ &
—g(X)—i 1+—c~é— sgn 1+T —1f, —00 <X < +co,

tiene distribucion Gumbel Estandar, es decir tiene funcién de distribucion dada por:

Fy(y) = exp(— exp(=y)).
Y por lo tanto, la funcién de distribucion acumulada de X sera:

Fx(x) = P(X < x) = P(Y < g(x)) = Fy(g(x))

Entonces

II +-X—C:é—£|lsgn (1 +x_c—§_§) = 1D

Fx(x) = exp| —exp (—-%

En un caso aplicado, la eleccion de la constante ¢ permite que el total de los datos se
localicen dentro la primera rama y entonces bajo este supuesto se puede considerar,

que la variable aleatoria X es absolutamente continua con funcién de densidad:
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fx(x) = exp(—exp(—g(x)))exp(—g(x))g'(x)

Fearn y Nebenzahl [7] y S. Nadarajah [10] propusieron el uso de transformaciones de
potencia para la aproximacion de cuantiles. Vanroelen [8] y Teguels y Vanroelen [9] han
estudiado el efecto de las transformaciones de tipo Box-Cox en la aproximacion del
maximo de variables aleatorias pertenecientes a los dominios de atraccién Frechet y
Gumbel.

En el presente trabajo se define la familia Potencial Gumbel como modelo del dominio
de atraccién Gumbel y se destaca la importancia que tiene para la estimacién del

maximo de observaciones pertenecientes a ese dominio de atraccién.

Toda funcién de distribucion de una variable absolutamente continua con recorrido

(0,20) se puede expresar en funcion de la tasa de riesgo, h(x) = f(x) /(1 — F(x)), como:

Re) =12 FG)=skp (— j xh(t)clt)

Entonces, como se vio en el Capitulo 1, una representacion de las funciones de

distribucion del dominio Gumbel es de la forma:

F(x) = c(x) exp (— fx$dt), z < x < 0o, (3.2 1Y

donde z es una constante tal que, z < X < X, a(x) una funcién positiva absolutamente
continua con derivada a’(x) — 0 cuando x = o y ¢(x) es una funcién que cumple que
c(x) = ¢ > 0 cuando x — co.

Como se vio en el Capitulo 2, si una funcién F tiene representacion (3.2.1) la funcién

auxiliar a(x) se puede elegir como la reciproca de la tasa de riesgo (hazard rate),

ax) =h(x) = %

Dado que, parax > £ — c6,
' 1 x—§ A1 -1
==|14+— P —
g'() s( t cs) K

con k = 6Ac* 1,



Tenemos que la funcién auxiliar a(x) para la distribucién Fx puede elegirse como:

Fx(x) e FY(g(x)) k xl_,;\

=10 = HEEE®

y asi, puesto que A > 0, a’(x)~k(1 —A)x™ - 0, cuando x — oo.
Por lo tanto la distribucién F pertenece al Maximo Dominio de Atraccién de la

Distribucién Gumbel.

Ademids note que si A = 0, a'(x) = k, no converge a 0y por lo tanto la distribucién ya
no pertenece al dominio Gumbel. Puede probarse que en este caso la variable
transformada X = exp(Y) tiene distribucién Fréchet.

Una propiedad general de las funciones a(x) es que:

a(x
lim ——( ) =0.
x—oo X

O sea que a(x) tiende a crecer mas lentamente que X, y precisamente esto ocurre con
a(x) =k« El valor A=1 corresponde a a(x) =k, constante que a su vez

corresponde a la distribucién Gumbel.

A valores de A grandes le corresponden valores grandes de a™* y por lo tanto valores
grandes de su integral entre z y x (que son, dentro del dominio Gumbel, las
distribuciones con colas mas livianas).

Por otro lado, la familia de funciones

ab)=kx** a0, (3.2.2)

tiene como funcién frontera a la funcién a(x) = k x la cual no pertenece a la familia.

Ademds suponiendo que las funciones a(x) son de variacion regular. Esto es:

a(x) = L(x)xP, p>0
(3.2.3)

donde L(x) es una funcién de variacion lenta . En la expresién (3.2.2) se reemplaza la
funcién L(x) por una constante y bajo este supuesto la familia (3.2.3) parece ser lo

suficientemente rica como para aproximar la familia de todas las posibles funciones

a(x).
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Distribuciones pertenecientes a la familia Potencial Gumbel

A continuacién se presenta como ejemplo, las funciones de densidad de probabilidad de

os miembros de la familia potencial Gumbel para ciertos valores de los parametros.

algun
Densidad Densidad
D45 o4
04 835
035 03
o4 025
035
ol
03
0,15 B3
01 ol
0,05 005
a o
005 1 1 Q 1 1 | 4 5 & 005 2 aq 1 1 3 & &
£=0,0=1,)=001esel miembro de cala derecha £=0,0=1,%=05
més pesada
Densidad Densidad
0.4 045
0,35 o4
03 035
o 03
015
02
02
015 018
01 ot
005 005
a o
2 1 ] 1 2 | 4 5 & 3 2 1 (] 1 2 3 4

£=0,0=1,A=1, Corresponde a |3 distribucion E=0,0=1, % = 2, es el miembro que mejor se

aproxima a I3 distribucion Normal

Gumbel
Densidad Densidad
0.6 67
05 06
0 05
o4
a3
032
02
02
o1
a1
g 0
2 1 0 1 : 3 3 % 1 [ 3 2 3
0.3 21

E=0,0=11=4 miembro de cola mas liviana que la E=0,0=1, 3. = 8 miembro de cola muy liviana

Normal

Figura 3.2.1: Miembros de la familia Potencial Gumbel para valores seleccionados de los pardmetros



En estos ejemplos puede notarse que la familia potencial Gumbel contiene

distribuciones asimétricas negativas, simétricas y asimétricas positivas.

Ademds, similarmente a lo que pasa en el dominio de atraccién de la distribucién
Gumbel, la familia Potencial Gumbel contiene distribuciones con colas diferentes, la
siguiente figura muestra las curvas correspondientes a Fy(x) = 1 — Fy(x) para distintos
valores de A, en ella puede verse como las colas de las distribuciones dependen
fuertemente de este pardmetro; para valores de h menares (préximos a cero) las colas
son mds pesadas y para valores muy grandes de A las colas son muy livianas como

aproximandose a variables de punto final finito.

o (= o o o o
o w S tn o ~

o
-

Probabilidad acumulada en las colas

(=]

valores de la variable

Figura 3.2.2: Funcidon de distribucién Potencial-Gumbel para diferentes valores del
parametro de forma: A = 0.01 corresponde a una distribucién de cola
pesada, A = 1 corresponde a la distribucién Gumbel y A = 4 corresponde a

una distribucién de cola muy liviana. Los parametros de posicidn y escala
son £=0, 0=1 respectivamente.
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Las diferencias observadas en las colas se reflejan nitidamente en los percentiles
superiores de las distribuciones, en la figura siguiente se representaron los percentiles
tedricos de distribuciones pertenecientes a la familia Potencial-Gumbel (y por lo tanto
dentro del dominio Gumbel) para valores seleccionados del pardmetro % en
comparacion con los percentiles de la distribucién Gumbel (correspondiente a 1. = 1).
En estos graficos puede verse claramente las ventajas en precisién que puede ganarse

al plantear éste modelo en vez de usar la distribucion asintética Gumbel

16
14
12

10

percentil
o

0,75 08 0,85 09 0,95 1

Probabilidad

Figura 3.2.3: Percentiles superiores de la distribucidn Potencial-Gumbel para diferentes
valores del pardmetro de forma: A = 0.01 correspande a una distribucién de
cola pesada, A = 1 corresponde a la distribucién Gumbel y A = 4 corresponde

a una distribucidon de cola muy liviana. Los parametros de posicidn y escala
son £=0, B=1 respectivamente.

Las diferencias van creciendo lentamente hasta el percentil 95 y se hacen muy marcadas
en los percentiles altos como ser 98 y mas. Es claro, que por una cuestion de seguridad,
muchas veces sera recomendable plantear como modelo una distribucion de cola mas
pesada que de algin modo tenderd a sobreestimar los percentiles superiores de la
variable, especialmente si se trata con variables climaticas y se intenta prevenir
desastres. Sin embargo, es muy importante no perder la precision pues si nos volcamaos
por el lado de la seguridad ésta debe estar medida con razonable exactitud, y poder

discriminar los percentiles de distribuciones dentro del dominio Gumbel puede ser muy
valioso en este sentido.
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El modelo propuesto aqui aspira 3 representar el dominio Gumbel con fines de
estimacion de los percentiles superiores, y por ello se hablé de distribuciones de colas
moderadamente pesadas, como la distribucion Log-normal cuyo representante en el
modelo propuesto seria de A= 0 hasta distribuciones de colas muy livianas cuyo
representante sera de un valor de A muy elevado. Esto nos da como una recorrida del

dominio que se quiere representar y entonces es razonable pensar que cualquier otra
distribucion de este dominio tendré un representante para algdin valor de & > 0 por

ejemplo la Distribucién Normal.



3.3. Aproximaciones a las Familias Normal, Lognormal, Weibull y Gamma,

La familia potencial Gumbel es un instrumento muy adecuado para aproximar las
familias Narmal, Lognormal, Weibull, Gamma, entre otras. Equivalentemente aplicando
la transformacion se puede aproximar las transformadas de estas familias mediante la
familia Gumbel. Esta aproximacion constituye el ndcleo del método que se propone en
este trabajo para acelerar la convergencia del maximo de una muestra aleatoria de una
variable aleatoria asi como mejorar la aproximacién de los modelos estadisticos
empleados en el andlisis de los extremos, trasformando los datos bésicos de manera que

su distribucion se acerque a una distribucion Gumbel. Ver Viollaz y Lazarte (2011).

Distribucién Normal.

Considerando la razén de Mill, se tiene que: F(x) = O(x)~@(x)/x. Por lo tanto el
“Hazard rate” o “tasa de mortalidad” correspondiente satisface:

o(x)
== ~X.

D(x)

Por otra parte la tasa de riesgo de la distribucion Potencial-Gumbel es asintéticamente

h(x)

igual a k™2x*1, por lo que teéricamente, tomado A = 2 lograremos la mejor

aproximacion de la distribucién normal por la distribucién Potencial-Gumbel.

Distribucion Lognormal.

Una variable aleatoria X tiene distribucién lognormal si la variable Y = In(X) tiene
distribucién normal N(j, 6%).

Entonces, tomando p = 0y 6? = 1 resulta Fy(x) = Fy(Inx), luego

d(Inx)
dx

fx(x) = fy(Inx)

y entonces la tasa de riesgo satisface:

_x'@(Inx) Inx

h) O(x) o
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Esta funcion h(x) estd proxima a la frontera % de las funciones h de la familia potencial

Gumbel. Al realizar la estimacion de los parametros de la familia potencial Gumbel

aproximante se obtendrd un valor préximo a cero para el exponente A de la
transformacion.

Distribucion Weibull.

En este caso, F(x)~exp(—(yx)P) y f(x) = yp exp(—=(yx)?)(yx)P™*,y > 0,0 < p < co.
(Observe que aun que tenga el mismo nombre, no se trata de la distribucidn Weibull de

extremos). Entonces la tasa de riesgo de esta distribucion satisface:

h(x) = yp (yx)P~2.

(3.3.1)
Por lo tanto tomando A = p se obtiene la mejor aproximacion.
Distribucién Gamma.
La densidad de la distribucion Gamma esta dada por:
F(X) = HI(M ™ (HX)™ ! exp(—HX) con Hy T > 0. (3.3.2)

Tomando limites para x — oo y aplicando L'Hopital se tiene que:

o 00 _

F)
TF)

lim e n

Por lo tanto hay que tomar Aigual a uno (correspondiente a la transformacion identidad)

como era de esperar para aproximar una distribucion a la distribucion Gumbel, pues la

distribucion Gamma tiene colas equivalentes a la Gumbel.

Los ejemplos presentados sugieren que la familia potencial Gumbel es apta como

modelo del Maximo Dominio de Atraccion de la Distribuciéon Gumbel,
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Capitulo 4:

Estimacion de Parametros y Percentiles Superiores

En este capitulo, se trata con la eleccidon correcta del modelo a utilizar asi como con la
estimacion de sus parametros. Para la estimacion de parametros, percentiles superiores
de la distribucion y de los periodos de recurrencia se usardn estadisticos de orden y un
método propuesto aqui, que surge de la misma idea de transformar los datos para
aproximarlos a la distribucion Gumbel Estandar. Se parte de un breve repaso del
tratamiento estadistico recomendado para datos de sucesos extremos utilizando el
ejemplo de las velocidades maximas de vientos. Se menciona brevemente la estimacion
del modelo Gumbel por dos métodos diferentes, para luego proceder ala estimacion de
los parametros de modelos dentro de la familia Potencial Gumbel y asi lograr el objetivo
final que es la estimacién de los percentiles superiores de la distribucion y los periodos

de recurrencia. Por tltimo, como ejemplo, se lleva a cabo una sencilla aplicacion a series

de velocidades maximas de vientos de la Rca. Argentina.
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4.1. Introduccion y Ejemplo

En los capitulos previos se trabajé en la formulacién de la familia Potencial-Gumbel a
partir de la distribucion Gumbel y mediante la anti-transformada de la transformada
Box-Cox modificada, con el fin de obtener modelos que se aproximen mejor,
especialmente en las colas, a las distribuciones dentro del Dominio Gumbel. Se llegé a
la conclusién que los miembros de esta familia serian mas apropiados para ajustar
distribuciones dentro del Dominio Atraccién de la Distribucion Gumbel que la misma
asintota, es decir, la distribucién Gumbel. En este sentido diremos que esta familia
representa al Dominio de Atraccion de la Distribucion Gumbel de un modo mas eficaz
que la propia distribucién Gumbel, dado que admite distribuciones de diferentes colas
(mas livianas y mas pesadas que la Gumbel) que se aproximan mejor a sus miembros.

En este punto, se considera conveniente sefialar que la eleccion 6ptima del pardmetro
de forma A del modelo dentro de la familia Potencial-Gumbel y la estimacién de los

parametros de posicién y escala, £y 0 respectivamente se realizan con el fin de estimar

eficazmente los percentiles superiores de la distribucion.

Seleccion del modelo

Dado que se trata de una familia paramétrica se pueden estimar los tres pardmetros A, §
y B8 simultdaneamente, mediante métodos de estimacién convencionales como ser
maxima verosimilitud, y estadisticos de orden. Sin embargo se considera mas
conveniente utilizar estadisticos de orden dado que éste en nuestro caso nos permite

apreciar la bondad del ajuste visualmente en el diagrama Q-QPlot generado en el
proceso de estimacion.

Recuerde que la transformacion optima a aplicar a los datos es:

donde la constante c puede tomar valores entre 2 y 5 dependiendo de la cantidad de
datos y de su varianza, aqui se toma c = 3. Entonces en este caso, la variable
transformada Y se supone con distribucion Gumbel Estandar, es decir de parametros 0

y 1. Esto es equivalente a ajustar a los datos el modelo propuesto en el Capitulo 3, es
decir el Modelo Potencial-Gumbel.
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Durante este capitulo se desarrollara como ejemplo, una sencilla aplicacién a las series

de vientos maximos mensuales utilizadas en todo este trabajo.

Ejemplo 4.1.1: Velocidades maximas del viento.

Una base de datos tratada reiteradas veces por el autor y su director, que generd
publicaciones y presentacién a congresos, es la de velocidades maximas mensuales de
vientos en varias estaciones meteoroldgicas de Argentina. Estas bases contienen datos
mensuales en un periodo de 24 anos, es decir 288 datos por estacion, y seran utilizadas

en este capitulo para ejemplificar la aplicacién de los modelos mencionados.

Como ya se dijo, el conjunto de datos contiene las velocidades maximas mensuales del
viento, que naturalmente poseen una fuerte componente estacional intra-anual por lo
que se estard “lejos” del supuesto de independencia. Para salvar este problema, se
utilizara la técnica de tomar maximos anuales eliminando la dependencia intra-anual.
Figuras 4.1.1 — 4.1.4. Este procedimiento es comunmente utilizado en los métodos
estadisticos de extremos ver referencia [2] pagina 284. En el caso de la estimacion del
modelo Gumbel, el procedimiento de tomar el maximo anual lleva a que la distribucion
de los datos se aproxime mejor a su distribucion limite (Gumbel) basandose en el

Teorema 1.3.2 del Capitulo 1y por lo tanto a un mejor ajuste, siempre bajo el supuesto

que los datos originales pertenecen al Dominio de Atraccién Gumbel.
De este modo, es razonable suponer que los datos anuales X4, ..., X4 S0n observaciones

de la sucesidn de variables aleatorias Xj, ...,X,4 iid con Distribucion de Extremos
Gumbel.
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Viento mixime mensual {nudes)

Viente miximo anual {nudos)

Figura 4.1.1: Estacion Meteoroldgica Concordia. Argentina. (a) Velocidades maximas
mensuales del viento. (b) Velocidades maximas anuales del viento.
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Figura 4.1.2: Estacion Meteoroldgica Buenos Aires Observatorio. Argentina. (a)

Velocidades maximas mensuales del viento. (b) Velocidades maximas anuales del
viento.
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Viento mixlma mensual (nudes)
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Figura 4.1.3: Estacion Meteoroldgica Cordoba. Argentina. (a) Velocidades maximas
mensuales del viento. (b) Velocidades maximas anuales del viento.
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Un vistazo inicial a los datos

Una practica ampliamente recomendada en estadistica es explorar cuidadosamente los
datos antes de entrar en los detalles del ajuste de algtin modelo y la estimacién de los
pardmetros, esto permite detectar posibles dependencias, valores alejados influyentes
y formas de la distribucion de los datos, lo que se aplica totalmente en distribucién de

extremos. Las técnicas de analisis de datos especificas para extremos pueden verse en

referencia[2] Capitulo 6.

En cuanto a la forma de la distribucion de los datos, se puede realizar un histograma o
el gréfico de la funcién de distribucién empirica que permiten facilmente visualizar
propiedades como asimetrias, modas y valores alejados, aun que no proporcionan una
comparacion con alguna distribucion o modelo tedrico propuesto. En algunos casos,
como el que se trata aqui, el problema se reduce a decidir si la distribucion empirica de
los datos se aproxima lo suficiente al modelo surgido de [a teoria y por tal razén se
destaca el grafico conocido como Q-Qplot. También es posible utilizar un P-Pplot o

algunos de sus variantes. A continuacion se dard una breve descripcion.

El siguiente resultado nos dard una justificacion tedrica para el método.

Lema:
Sean Xi,..,X, una muestra iid de X con funcion de distribucion F y llamemos

X@)ns -+ Xmyn @ la muestra ordenada de menor a mayor. Sea Uy, ..., U, variables
aleatorias iid con distribucién uniforme en el intervalo (0, 1) y denotemos por Ugy), <

=+ < Ugy,n @ sus correspondientes estadisticos de orden. Entonces valen las siguientes

afirmaciones:
a. F-(U) ¢ x,.
b. Paracadan €N,

|
(x(l),n- ny x(n),n) i (];..-(U(l],n)- sy F'_( U(n].n))

c. Lavariable aleatoria IF(X,) tiene distribucion uniforme sobre el intervalo (0,1)

si y solo si F es una funcion continua,
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Donde el simbolo ¢ significa “igual distribucién” y F* es la inversa generalizada de

una funcién monétona, definida por: F=(t) = inf{x € R | F(x) = t}.

Este lema dice entonces que si F es continua U; = F(X;) parai = 1, ..., n son variables

aleatorias iid con distribucién uniforme en (0,1). Y por lo tanto se puede probar que:

j .
E(FXgn) = — Paraj=1..n

De este modo se puede inspeccionar el grafico de los puntos

(@ F (L)) 1i=1, .0}

Comuinmente llamado Q-Qplot para verificar si los datos estan distribuidos segun una

funcion de distribucién postulada F.

Sin embargo se recomienda utilizar una mejora, obtenida mediante correccion por

continuidad, de este método que considera los puntos de la forma:

(o P (529 11100

Este método se usard mas adelante para la estimacion de parametros en los modelos

Gumbel y Potencial Gumbel.

En lo que sigue se realizard un repaso referido a la estimacion del modelo Gumbel por
maxima verosimilitud y por estadisticos de orden para luego entrar en la estimacion del

modelo Potencial-Gumbel que es mas general.
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4.2. Estimacion de Parametros en el Modelo Gumbel

En esta seccion se desarrollan dos procedimientos de estimacion de los parametros, uno
por méxima verosimilitud y otro basado en estadisticos de orden, para el caso del
modelo Gumbel y del modelo Potencial-Gumbel propuesto aqui. En el caso de la
estimacion de los pardmetros del Modelo-Potencial Gumbel deberan tenerse muy en
cuenta las observaciones realizadas en el ftems Seleccién del Modelo de la seccidn 4.1.

La teoria estindar de estimacién de parametros en general supone que los datos

disponibles son una muestra

Xy, ..., X, 1id de una variable aleatoria X.

En este caso se supondra que X tiene distribucion Gumbel de pardmetros £y 0, o
Potencial-Gumbel de parametros A, £y 6.

Por un lado, se sabe que la supaosicion que las X; tienen exactamente la distribucién
propuesta, en general no es del todo cierta. Por otro ladao la hipétesis de independencia
tampoco lo es, dado que en la mayoria de los casos, los datos disponibles son series
cronoldgicas que siempre contienen datos correlacionados y con componentes
estacionales.

En este trabajo ya se ha propuesto una mejoria para el primer problema referido a la
verdadera distribucion de los datos permitiendo que el modelo abarque otras
distribuciones, es decir, ampliando el modelo Gumbel al Potencial-Gumbel.

Ademas, una metodologia utilizada en hidrologia y otras ciencias ambientales, que alivia
estos dos problemas mencionados es la que utiliza el maximo anual (Fitting of Annual
Maxima). En general los datos son mensuales y contienen componentes estacionales de
periodo iguala un afio entonces al tomar los maximos de periodos disjuntos iguales a un
afio se elimina este efecto aproximando los datos a la hipotesis de independencia,
también por el teorema de convergencia del maximo, esta metodologia producira datos
con distribucion mas préxima a su asintota, en este caso la variable aleatoria Gumbel.
Tampoco hay que perder de vista, que al tomar el maximo anual se cuenta con menos
datos para la estimacion y asi se tendra mayor error en las estimaciones. Lo que se

recomienda en la bibliografia en este sentido es tomar maximos de periodos tales que



se mantengan las propiedades de los estimadores de maxima verosimilitud, siempre que

sea posible. Sin embargo histéricamente se ha tomado el méximo anual.

Modelo Gumbel: Estimacién por Maxima Verosimilitud.
Para el caso de |a distribucién Gumbel se tiene que la funcion de densidad de X es, para

fy(x) = % exp (— exp (— x;af,)) exp (— x;gﬁ)

ConfyOtalesque —o<E<owy 0>0.

—00 < X < 00,

Luego si se cuenta con una muestra aleatoria X, ..., X;, iid con funcidn de distribucion

Fy, la funcién de verosimilitud sera:

1(E, O ] %4, %5)
= %exp (_i exp (_ Xi ; E)) exp (_i}t,_g{)

i=1

y asi, la funcién log-verosimilitud sera:

L(AE,8) = —n Ln(0) ~i exp (—X‘T?E) —ixigz.

i=1

Derivando respecto de los 2 parametros, se encuentra que las ecuaciones de

verosimilitud para el caso Gumbel son:

Pleo(5Y-1] =0

1=1

1 o5 e

No existe una solucién explicita para estas ecuaciones, se deben recurrir a soluciones de

optimizacién Numérica.
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Modelo Gumbel: Estimacién por estadisticos de orden.

Una Manera grafica de estimar los parametros de la distribucion Gumbel, propuesta en
la bibliografia para el caso de familias de posicién y escala, es realizando el grafico de los
datos ordenados transformados en funcidn de los valores esperados de la distribucion

Gumbel estandar (Q-Qplot). Los valores de los parametros £ y 0, se pueden estimar

respectivamente, como la ordenada al origen y la pendiente de la recta ajustada por
minimos cuadrados.

Silavariable aleatoria X tiene distribucion Gumbel, y Xy, ..., X,, son iid como ¥, entonces

se cumple que Fx(xm) =j/(n+1). Se han propuesto muchas mejoras de este

procedimiento como ser
exp( exp( 8 E))_ 7

j—0.5
S =E—0ln{ -1 ( )
X 3 n( n - )
Graficando Xy vs —In (—ln (%)) se ajusta la recta por minimos cuadrados para

obtener los valores de los estimadores y sus correspondientes desviaciones estandar.

que resulta en
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Para una eleccign apropiada de la constante ¢ talque 1 + *c—ai >0

» que es la regién que
nos importa, tendremos:

A-1

f=3145)

cB

(Nota: no hay problemas para hacer la derivada POr ramas, pero |a otra rama no es de

interés dado que por un lado no acumula una probabilidad significativa y por otro lado
sélo tiene importancia el lado derecho de la distribucién)

Y a funcién de verosimilitud estarg dada por:

[CLRNEY I (S
15,6, = H[em(—exn(*g(xt-)))exp(Hg(xi))g'(Xe)].
=1

Y denotemos por

L(E8,1) =1n 1(%,8,2).
Entonces

n

LB == fenn(~gx) + gx) - Incg )]

i=1

El estimador de maxima verosimilitud (£, 8,3) es el argumento que maximiza la funcign

L& 6,)) y que seria |a solucién del sistemna:
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(AL 6,7 g ey !
(E» )_ [ exp(—g(x :)) g(Xi) ga(; g'(x4) ga(fx )]_0

LEOD glx)  9gl) 1 9gx,
(& oLgen _ z[ e leding) g(x) ga(:)_g’(xo gaE;) =0
i=1
aL(ze D R ag(x) NGO ag’(xa] N
L = Zl[ exp( g( I)) ax g’(ng ax =0

No existen soluciones explicitas para estos estimadores pero se pueden obtener sin
mayores problemas por métodos de aproximacion numeérica. Por ejemplo, utilizando la
aplicacion “Mata” del programa Statall se calcularon estos estimadores para el ejemplo
de series de vientos maximos. Los resultados de las estimaciones de los pardmetros

A, £y 60 sepresentan enlatabla4.4.1y4.4.2.

Se estiman las varianzas asintéticas de los estimadores mediante la inversa de la matriz
de informacién de Fisher y por la normalidad asintética de los estimadores de maxima
verosimilitud® se calcularon los intervalos de confianza aproximados para estos

parametros.

Para obtener la matriz de informacidn de Fisher y las varianzas asintoticas de los

estimadores de méxima verosimilitud se calcularon las derivadas segundas:

82L(E 6,A i 9%g(x;) 6 (x;)
f.féz ) ZI exp(— g(xl))( Bx )) exp(—g(x)) i: ag;

%g'(x) _ (53’(xi))
oF2 ot
(g'(x))?
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2L(E 6, N _ S g (x;) dg(x;) ’g(x) 9%g(x)
3%a0 Z‘_e“p( 80)) =57 g(x g; xp(—g(x:)) agag * o530 a?a}:a

1=1

a*g'( ) a a
aEE X;) _0g (Xs) g (Xt)
(g (xi))z
arL 9,1 a a 9g(xi) 8? o"gxi)

6E EJ’L SE oA

o*g' (x ) _ 9g'(x;) 9g'(x;)
_ ot oA
(g'(x))? }

92L(% 0, & ag(x)\’ ;
= Z[—exp(—g(xi))(—§§ ) — exp(-g) TEQD, T

aez d6?

1=1

262 do
(g'(x))?

3%g'(x;) _ (ag’ (xi))z]

n

3”L(E, 0,2 i) 9g(x; i
L( 6 ):_z[_exp( e l})ag(xwg(}r) e :))6 8(x) | 0%(x;)

a8 oA oA ae 67L 906 A

i=1

_"3080A 30
(g'(x))?

9%g'(x;) _ dg'(x;) ag’ (X)l

PLEBY
a2 ‘“Z

i=1

a (]
[»— exp(— g(x;)) (ag( ')) — exp(—g(x D) g(X.) g(x)

dA2 o
3%g'(x) _ (ag'cxi))z
__0X 2}

(8'(x)?
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Aplicacién alas Series de Vientos Maximos de Argentina

Estimacion de Parametros

Los valores de los parametros del modelo Potencial-Gumbel estimados, en nudos, para
20 estaciones se presentan en las siguientes tablas, acompafiados de sus respectivas
desviaciones estdndar e intervalos de confianza de 95%, aproximados.

Tabla 4.4.1: Valores estimados del parametro de forma A con sus desviaciones estindar e
intervalos de 95% de confianza.

Estacion 5 Desvio estandar Intervalo de 95%
9 de Julio 1,20 0,48 (0,26, 2,14
Aeroparque 1,13 0,50 (0,15, 2,11)
Bariloche 0,28 0,63 (-0,96, 1,52)
Concordia 0,96 0,56 (-0,13, 2,05)
Cérdoba 1,13 0,64 (-0,13,2,38)
Corrientes 1,62 0,47 (0,70, 2,54)
Esquel 1,40 0,44 (0,55, 2,26)
Ezeiza 0,52 0,59 (-0,64, 1,68)
Formosa 1,71 0,54 (0,66, 2,77)
Gualeguaichu 1,28 0,50 (0,30, 2,26)
Laboulaye 1,28 0,58 (0,14, 2,43)
Lago Argentino 0,94 0,63 (-0,30, 2,18)
Malargue 1,13 0,59 (-0,03, 2,29)
Mar del Plata 0,55 0,59 (-0,61,1,71)
Monte Caseros 1,02 0,63 (-0,22, 2,26)
Parana 0,47 0,52 (-0,55, 1,49)
Resistencia 1,75 0,55 (0,67, 2,82)
Salta 1,00 0,58 (-0,15, 2,14)
Santa Rosa 0,37 0,52 (-0,65,1,38)
Villa Dolores 1,18 0,62 (-0,05, 2,40)
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Tabla4.4.2: Valores estimados de los parametros § y 8 con sus desviaciones estandar e intervalos de

95% de confianza.

| Estacién | € (nudos) | Desv. est(¥) | Int. de 95% [ @ (nudos) | Desv. est(8) | 1nt. de 95% |
| 9 de Jutio | aa19 | 178 |w@og0,4768)| 770 | 119 |(536,1003) |
{Aeroparque | s150 | 186 |(4785.5515)| 803 | 125 (5,58, 10,49) |
| Bariloche | 6135 | 233 |(s679.6501)| 870 | 205 | (469.1271) |
| Concordia | a797 | 330 |(a150,5444)] 1407 | 233 | (950,184 |
Cérdoba | ass8 | 226 |wias.soon| 937 | 153 | 6381236 |
| Corrientes | s334 | 258 |(4829,5840)| 1130 | 179 | (780,14%0) |
| Esquel | ss89 | 200 |(8197.8980)| 874 | 137 | (606,1142) |

Ezeiza | sis1 | 142 (49025459 586 | 114 | (363,810) |
| Formosa | 4894 | 162 lws3s.5212] 701 | 110 | w@ss,91m |
|Gualeguaichd | 43ss | 219 |(3927.47.88)| 947 | 148 | (656,1238) |
| Laboulaye | sa00 | 188 |(s040,5778)| 798 | 126 (5511044 |
|Lago Argentino | 4876 | 199  |(4485,5267)| 833 | 143 | (552,11,14) |
| Malargue | 6921 | 343  |i6239,7583)| 1444 | 232 |(9,89,1899) |
|MardelPlata | sa70 | 205  |(50,69,5872)| 850 | 162 | (534,1167) |

Monte Caseros | 5615 | 202 |(52,19,6000)| 845 | 143 | (564,116 |
| Parana | ss1a | 194 4336195 | 827 | 151 [(s31,1124 |
|Resistencia | s517 | 171 |(s181,5852)| 740 | 117 (5,10,9,69) |
| salta | a183 | 129 (3931,4436)] 543 | o0s | 369,717 |

Santa Rosa | a965 | 300 |(376,5558)| 1271 | 247 |(7.88.17.54) |
|VillaDolores | 4970 | 136  |w705.52236] se7 | om (3,88,7,46) |
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Estimacion de |os Percentiles Superiores

verosimilitud se aplica el Método Delta para construir intervalos de confianza

aproximados para los percentiles superiores de 1a distrib

ucion, que son funciones de los
parametros estimados.

Sea p tal que 0 S P < 1, entonces el percentil de orden p, Xp cumple que:

P(X<x,)=p,
luego

e
exp | —exp (—; {(1 + xpc 5 E) - 1D =p

Y asi tenemos que:

2,

7 A
Xp=%+¢c0 (1 -——c-ln(ﬁln(p))) -1

Luego utilizando [os valores estimados de los pardmetros £y 0 obtenemos los

estimadores de los percentiles mediante |3 formula:

IJ{X

Rp=%+4cB|( 1 H%in(—ln(p)) -1
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Entonces si se aplica el Método Delta a la funcién:

A ’
2, =%+ch (1 —Efn(—ln(p))) -1

El intervalo aproximado sers

%, —zaD, % +zaﬁ)

Donde

D2 = Vy, &8, 1)‘55\7xp(§, 8,2)

d%, 9%, 9%

Finalmente las derivadas de las velocidades de recur

rencia con respecto de los
parametros serdn:

(%% _ 1
d
asfp A A
In(=In(p))
%, A "hf1 : ———
H = (1 __Eln(_]n(p))) {Fln (1 - Eln(_]ﬂ(p))) ¥+ }‘(1 i 5In(—]n(p)))}
\ 3
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Se aplicé a las series de velocidades maximas anuales del viento.

En las Tablas siguientes se presentan los valores estimados de los percentiles 0,50; 0,98

y 0,995 correspondientes a las velocidades de vientos con periodo de recurrencia de 2,
50 y 200 afos respectivamente.

Tabla4.43: Valores estimados (y sus desviaciones esténdar estimadas) de los percentiles 0,50
correspondientes a las velocidades de vientos, en nudos, con periodo de recurrencia
de 2 afios.

listacic')n miocidad (Nudos) \ Desv. Est. \ Int. 95% ]
|9 de Julio l 46,97 | 1,89 | (4327,5068) |
| Aeroparque | 54,42 | 2,00 |  (s050,5834 |
| Bariloche | 64,68 | 2,85 | (s9,10,7027) |
| Concordia | 53,14 i 265 | (4598, 6029) |
| Cérdoba | 48,99 \ 2,45 | (4429,5379) |
| Corrientes | 57,34 \ 2,62 | (s220,6247) |
| Esquel | 89,02 | 2,07 | (8496,9307) |
| Ezeiza \ 54,02 | 1,68 | (s073,5731 |
| Formosa | 51,40 \ 1,63 | 4821,5460 |
| Gualeguaichi | 46,97 1 231 1 a248,5149) |
 Laboulaye | 56,96 | 1,99 | (53,06,6085) |

Lago Argentino l 51,82 \ 2,22 \ (47,47,56,17) \

\ Malargue l 74,36 | 3,71 | (67,09,8163) |

| Mar del Plata | 57,91 | 2,40 | (s5320,6261) |

| Monte caseros | 59,24 | 2,23 | (s487.6361) |
| Parana | 61,27 | 2,29 | (s678,6576) |

l Resistencia \ 57,76 \ 1,72 \ (54,39, 61,14) \

[ salta | 43,83 l 1,42 | (a1,04,4661) |

| santa Rosa B 54,49 | 3,60 | a743,6158 |

villa Dolores l 51,76 \ 1,46 | a890,5462 |

83



Tabla 4.4.4:

Valores estimados (y sus desviaciones esténdar estimadas) de los percentiles 0,98
correspandientes a las velocidades de vientos, en nudos, con periodo de recurrencia

de 50 afios.

‘ Estacion Velocidad (Nudos) Desv. Est. Int. 95% l
19 de Julio 71,62 6,88 (58,13, 85,10) l
l Aeroparque 81,02 7,55 (66,22, 95,82)

| Bariloche 114,38 | 25,55 (64,30, 164,46)

| concordia 103,97 | 15,89 (72,82, 135,11)

| cérdoba 80,10 | 9,49 (61,50,98,70) |
l Corrientes 87,68 l 7,23 ] (73,51, 101,85)

| Esquel 114,65 | 6,51 | (101,89, 127,41)

| Ezeiza | 81,76 0 11,00 | (6020,10332) |
| Formosa | 69,59 | 4,47 | (6083,7835) |
| Gualeguaichu | 76,28 | 7,88 | (60839172 |
l Laboulaye \ 81,57 l 6,98 l (67,89, 95,26) \
|Lago Argentino | 82,18 | 10,02 | (6254,10182) |
| Malargue | 122,25 | 14,29 | (9424,15026) |
| Mar del Plata | 97,19 | 15,37 | (67.06,22731) |
|Monte Caseros | 88,75 l 9,38 | (7036,10733) |
Parana | 101,76 | 15,93 | (7053,13298) |
Resistencia l 76,71 l 4,57 l (67,75, 85,66) _l
Salta 63,07 | 5,99 | (5133,7481) |
| Santa Rosa 122,00 | 28,23 | (66,67,17733) |
lVilla Dolores 70,12 l 5,45 \ (59,44, 80,80) \
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Tabla4.4.5:  Valores estimados (y sus desviaciones estindar estimadas) de los percentiles 0,995
correspondientes a las velocidades de vientos, en nudos, con periodo de recurrencia
de 200 afios.

| Estacién ] Velocidad (Nudos) T Desv. Est. \ Int. 95% l
| 9 de Jutio 80,61 10,39 | (60,25 ,100,98) |
| Aeroparque | 90,99 11,67 | (6812,11386) |
| Bariloche 1 14880 | 57,51 | (32,08,25752) |
| Concordia \ 124,36 l 26,01 | (7338,17534) |
| Cérdoba | 91,78 | 15,24 | (61,90, 12165 |
[Corrientes l 97,45 | 10,09 | orer,1729) |
| Esquel | 123,42 | 9,36 | (10508 141,77) |
| Ezeiza | 95,83 | 21,50 | (s369,13797) |
| Formosa | 75,31 | 6,29 | (6299.87.68) |
| Gualeguaichd l 86,72 | 11,77 | (63.65,10979) |
| Laboulaye | 90,32 | 10,67 | (69.40,111,23) |
| Lago Argentino | 94,45 | 16,82 | (6148,127,41) |
| Malargue \ 140,20 | 22,63 | (95.85,18456) |
[ Mar del Plata | 116,68 | 29,49 | (s888,17448) |
| Monte Caseros | 100,27 | 15,39 | (70,10,13043) |
| Parana \ 122,98 | 31,07 | (62,08,18387) |
\ Resistencia \ 82,62 l 6,40 l (70,07, 95,16) }
| salta ] 70,68 l 9,78 | (s151,8088) |
| santa Rosa | 160,36 | 58,53 | (as6a.27508) |
| Villa Dolores | 76,88 | 8,60 |  (6002,9373) |
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Pruebas por Simulaciones

Se generd 1000 muestras de méximos de la siguiente manera:

Cada muestra se obtiene mediante el procedimiento:

e Segenera una matriz de 12x24 de una distribucién Normal(50, 5%).

Se toma el maximo de cada columna (12 datos), es decir, se obtiene una muestra de
maximos de tamafio 24.

e Esigual al ejemplo de las series de vientos.

Para cada una de estas 1000 muestras

e Se calcularon los intervalos de confianza de 95% para los percentiles

Xos: Xpes ¥ Xo.e9s utilizando el modelo propuesto Potencial Gumbel y el Modelo
Gumbel.

e Se calcularon las longitudes de los intervalos.
Se calculd el percentil exacto segin el modelo que generd los datos y la funcién que
toma el valor uno si este pertenece al intervalo calculado y cero si no pertenece.

e Se estimd la longitud media de los intervalos de confianza y los niveles de confianza

para cada percentil y para ambos modelos.

Basado en 1000 muestras de tamafo24.

\ \ Estimaciones \ Modelo Gumbel \ Modelo Potencial-Gumbel \
Percentil Xg50 \ Amplitud media \ 2,291 2,263 \

F&ivel de confianza \ 0,912 \ 0,928 }

Percentil X0 \ Amplitud media \ 6,705 \ 7,725 \

F\livel de confianza \ 0,914 \ 0,948 \

Percentil Xg 995 1 Amplitud media \ 8,690 \ 12,341 \

\ Nivel de confianza \ 0,814 \ 0,958 \
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Para el tamafio de muestra igual a 24 datos tenemos:

Para el percentil 0,50 las amplitudes medias y los niveles de confianza son similares.
Para el percentil 0,98 |a amplitud media de los intervalos es menor para el modelo
Gumbel y el nivel de confianza es mayor para el modelo Potencial-Gumbel.

Para el percentil 0,995 la amplitud media de los intervalos es mucho menor para el
modelo Gumbel, pero el nivel de confianza se mantiene cerca de 95 para el modelo
Potencial-Gumbel.

Es razonable que las amplitudes sean mayores para el modelo Potencial-Gumbel dado
que se agrega un parametro mas para estimar y sélo son 24 datos. Sin embargo

cuando estimo un percentil mas elevado el modelo potencial Gumbel mantiene la
confiabilidad.

Se realizd el mismo procedimiento para el caso de contar con 50 datos para ver el
comportamiento de los modelos. (Siguen siendo muestras de maximos tomados sobre 12 datos)

Basado en 1000 muestras de tamafio 50.

Estimaciones Modelo Gumbel Modelo
Potencial-

Gumbel
Percentil Xg5¢ | Amplitud media \ 1,62 \ 1,60 \
\ Nivel de confianza ‘ 0,896 \ 0,936 \
Percentil Xqgg \ Amplitud media \ 4,72 \ 5,00 \
Nivel de confianza \ 0,686 \ 0,954 \
Percentil \ Amplitud media \ 6,11 \ 1,52 \
X0.995 \ Nivel de confianza \ 0,450 \ 0,956 \

Para este caso de muestras de tamano 50 tenemos:

Para los percentiles 0,50 y 0,95 las amplitudes son muy similares y para el percentil
0,995 la amplitud media es un poco mayor en el caso Potencial-Gumbel.

En todos los casos, el modelo Potencial-Gumbel es muy superior encuanto a la
confiabilidad.

o Esto pasa por que al tener mayor cantidad de datos las amplitudes disminuyen pero en
el caso Gumbel muchas estimaciones caen fuera del intervalo.
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Se repite el mismo procedimiento para el caso de contar con 100 datos para ver el
comportamiento de los modelos. (Siguen siendo muestras de maximos tomados sobre 12 datos)

Basado en 1000 muestras de tamafio 100.

\ \Estimaciones \ Modelo Gumbel \ Modelo Potencial-Gumbe'

Percentil X 50 \ Amplitud media \

1,168 1,144

i Nivel de confianza \ 0,898 \ 0,952

Percentil Xgog \Amplitud media

3,381 \ 3,410

Nivel de confianza

\ 0,322 \ 0,976
Percentil \ Amplitud media \ 4,37 \ 4,98
Xp.995 y
Nivel de confianza 0,11 0,978
Nuevamente se observa que el Modelo Potencial-Gumbel es muy superior para estimar los
percentiles.
Mas Simulaciones
Se gener6 1000 muestras de maximos de la siguiente manera:
Cada muestra se obtiene mediante el procedimiento:
e Segenera una matriz de 12x25 de una distribucidon Normal(40, 10%). Ahora tienen
mayor varianza.
e Setoma el maximo de cada columna (12 datos), es decir, se obtiene una muestra de
maximos de tamaio 25.
Para cada una de estas 1000 muestras
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Se calcularon los intervalos de confianza de 95% para los percentiles

Xos: Xoss ¥ Xpgos utilizando el modelo propuesto Potencial Gumbel y el Modelo
Gumbel,

Se calcularon las longitudes de los intervalos.

Se calculé el percentil exacto segun el modelo que generd los datos y la funcién que
toma el valor uno si este pertenece al intervalo calculado y cero si no pertenece.

Se estimd la longitud media de los intervalos de confianza y los niveles de confianza
para cada percentil y para ambos modelos.

Basado en 1000 muestras de tamafio25.

Estimaciones

Modelo Gumbel Modelo
Potencial-Gumbel
Percentil Xg 59 \ Amplitud media \ 4,47 4,44
\ Nivel de confianza \ 0,9238 \ 0,9338 \
Percentil X 95 \i\mpﬁtud media \ 13,10 \ 15,16 \
\ Nivel de confianza \ 0,9125 \ 0,9363 \
Percentil X gg5 \ Amplitud media \ 16,98 \ 24,29 4\
\ Nivel de confianza \ 0,8025 \ 0,9413 J

Para el tamafio de muestra igual a 24 datos tenemos:

Para el percentil 0,50 las amplitudes medias y los niveles de confianza son similares.
Para el percentil 0,98 la amplitud media de los intervalos es menor para el modelo
Gumbel y el nivel de confianza es mayor para el modelo Potencial-Gumbel.

Para el percentil 0,995 la amplitud media de los intervalos es mucho menor para el
modelo Gumbel, pero el nivel de confianza se mantiene cerca de 95 para el modelo
Potencial-Gumbel.

Es razonable que las amplitudes sean mayores para el modelo Potencial-Gumbel dado
que se agrega un parametro mas para estimar y solo son 24 datos. Sin embargo

cuando estimo un percentil més elevado el modelo potencial Gumbel mantiene la
confiabilidad.

Se realizd el mismo procedimiento para el caso de contar con 50 datos para ver el

comportamiento de los modelos. (Siguen siendo muestras de maximos tomados sobre 12 datos)
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Basado en 1000 muestras de tamafio 50.

\ \ Estimaciones Modelo Gumbel | Modelo Potencial- \
Gumbel

Percentil x50 \ Amplitud media \ 3,25 ‘ 3,20 l

l Nivel de confianza \ 0,9087 \ 0,9425 \

Percentil Xg 9g \ Amplitud media \ 9,47 \ 10,01 J

\Nivei de confianza \ 0,6938 \ 0,9487 J

Percentil X g9 \Amplitud media \ 12,27 l 15,05 \

\ Nivel de confianza \ 0,4313 \ 0,9550 1

Para este caso de muestras de tamafio 50 tenemos:

Para los percentiles 0,50 y 0,95 las amplitudes son muy similaresy para el percentil
0,995 la amplitud media es un poco mayor en el caso Potencial-Gumbel.

En todos los casos, el modelo Potencial-Gumbel es muy superior en cuanto a la
confiabilidad.

Esto pasa por que al tener mayor cantidad de datos las amplitudes disminuyen pero en
el caso Gumbel muchas estimaciones caen fuera del intervalo.

Se repite el mismo procedimiento para el caso de contar con 100 datos para ver el
comportamiento de los modelos. (Siguen siendo muestras de maximos tomados sobre 12 datos)

Basado en 1000 muestras de tamafio 100.

Estimaciones Modelo Gumbel | Modelo Potencial-
Gumbel

Percentil Xg50 \ Amplitud media \ 2,34 \ 2,29 \
\ Nivel de confianza \ 0,8975 \ 0,9525 J

Percentil Xgg9g \ Amplitud media \ 6,78 \ 6,84 \
Nivel de confianza \ 0,315 \ 0,9725 4\

Percentil Xg.995 \ Amplitud media \ 8,78 L 10,03 \
\ Nivel de confianza \ 0,0875 \ 0,9775 \

Nuevamente se observa que el Modelo Potencial-Gumbel es muy superior para estimar los
percentiles.
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Capitulo 5

Mapa de Vientos de Argentina

Este Capitulo estd dedicado a la construccion de las curvas iso-percentiles de las
velocidades méximas de vientos en las diferentes estaciones meteorolégicas de la
Republica Argentina. Para la construccién del mapa es necesario considerar todos los
datos disponibles, 72 estaciones meteoroldgicas, para cubrir lo mejor posible el
territorio nacional. Se utiliza el modelo Gumbel, por ser el mas sencillo, para estimar
velocidades de vientos con periodos de recurrencia de 2, 50 y 200 afios. Para verificar el
modelo adoptado, se han representado las observaciones en funcién del tiempo de lo
cual se deduce que hay varias estaciones con apartamientos de la estacionariedad y
homogeneidad. Se han realizado los Q-QPlot para chequear el ajuste al modelo Gumbel.
La construccion de los mapas con las isolineas de las velocidades de recurrencia se
realizé con el Software Surfer 6.0 (1995) (Surface Mapping System). Este software
construye las isolineas utilizando el método de interpolacién lineal basado en una

superficie poliédrica de caras triangulares que pasa por los puntos-datos.

Sélo se muestran las figuras para el caso de velocidades del viento, en metros por
segundo, con periodo de recurrencia de 50 afios.
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5.1: Introduceion

En esta seccidn se presenta un trabajo previo a la aplicacion de la transformada de Box-
Cox para mejorar el ajuste del modelo Gumbel a los datos, el principal interés estd en la
presentacién de la informacién estadistica ubicada espacialmente en todo el territorio
nacional. Esto se hace mediante un mapa de curvas de nivel, en otras palabras, el
objetivo es la estimacién de las distribuciones de probabilidades de las velocidades
maximas anuales del viento para todo el territorio nacional y la presentacion en la forma
de mapas de curvas de nivel de los percentiles correspondientes a velocidades del viento
con periodo de recurrencia de 50 afos.

La informacién basica para el trazado de las curvas iso-percentiles consiste de los
registros de velocidades maximas mensuales del viento correspondiente a 82 estaciones
meteoroldgicas de la Rea. Argentina, provistas por el Servicio Meteoroldgico Nacional
desde el afio 1967 al afio 1991. Estos registros contienen las velocidades maximas
mensuales a partir de las cuales se calcularon las velocidades maximas anuales. Al igual
que antes, se decidié6 tomar como dato basico al maximo anual para simplificar el
problema de datos faltantes y para emplear una metodologia con la cuallos especialistas
en el tema estan mas familiarizados.

Del conjunto de series, se eligieron aquellas cuyos registros fueron obtenidos en su

mayoria con “anemocinemdgrafo instantaneo” o “anemocinemografo totalizador”,
habiéndose seleccionado en total 72 estaciones.

El modelo Gumbel:

SeanX,,.

X, las velocidades maximas anuales correspondientes a n afios observados
en una estacion dada. Se realizan las siguientes hipotesis:

i) Lasvariables aleatorias Xy, ..., X, son idénticamente distribuidas, es decir la serie de
observaciones es estacionaria.
i) Lasvariables Xy, ..., X, son independientes.

iii) La distribucién de probabilidad de cada X; es Gumbel con parametros que
dependen de la estacién considerada.
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Es claro que estas hipotesis seran satisfechas sélo aproximadamente por las
observaciones reales. En particular, el ciclo solar de una duracién aproximada de 11 afios
implica que las hipétesis de estacionariedad e independencia se cumpliran sélo en un
modo aproximado, lo cual puede observarse al representar las observaciones en funcion

del tiempo.

La Figura 5.1.1. muestra las curvas correspondientes al maximo anual para algunas
estaciones.

La adopcion de la distribucién Gumbel como modelo de probabilidad esta basada en la
teoria de extremos, (Capitulol) la cual indica que las tnicas distribuciones limites
posibles para el maximo de variables aleatorias independientes son: Gumbel, Fréchety
Weibull. Tanto la distribucién Gumbel como la Fréchet se usan como modelos en los
estudios de vientos.
La Norma CIRSOC 102: Accidn del viento sobre Estructuras ha adoptado la distribucion
Fréchet, Sin embargo la nueva norma adopta la distribucion Gumbel. En el trabajo
Estimacion de velocidades de recurrencia de vientos basada en velocidades mdximas

mensuales de Viollaz y otros (1995) se encuentra que los datos de nuestro pais tienen

un buen ajuste al modelo Gumbel.
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Las hipotesis que definen el modelo se resumen en:

Si Xy, ..., X} son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, cada
una con funcidn de distribucién de probabilidad

G(x) = exp (—exp (—- K—EE)).

donde £ y 0 son los parametros de posicion y escala respectivamente que dependen de
la estacion considerada.

Si o, M y o? representan la media, la mediana y la varianza de las variables X;,

respectivamente, de (2.2) y (2.3) valen las siguientes relaciones:

2
w=E+0.57722 8,

M=E+0366510, o= T% 62 (5.1.1)

Validacion del Modelo:

Con el fin de verificar si el modelo adoptado es apropiado, para cada estacion se han
representado las observaciones en funcian del tiempo (afio de la observacion) de donde
se deduce que hay varias estaciones con apartamientos evidentes de las hipotesis de
estacionariedad y homogeneidad (Figura 5.1). Por otra parte se han representado las
observaciones ordenadas en funcion de sus valores esperados segun el modelo Gumbel

de donde se concluye que las observaciones se ajustan razonablemente bien al modelo

Gumbel (Figura 5.1.2), sdlo se presentan algunos graficos.
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5.2: Estimacién de Parametros y Percentiles

En la mayoria de las aplicaciones los parametros de la distribucion Gumbel son
estimados por el método de maxima verosimilitud, de los momentos o de estadisticos
de orden, sobre la base de observaciones independientes de la variable. En esta seccién
hemos preferido estimar el parametro de posicién baséndose en la mediana para
obtener un estimador robusto.

Los datos estan originalmente en nudos pero en esta seccién, la estimacion de

parametros percentiles y curvas de nivel se realizé en m/s (metros por segundo).
Sean X, ..

,Xn las observaciones correspondientes a una estacién dada, cuya

distribucion es Gumbel de parametros £ y 0. Estimamos estos parametros por

£ =% —0.366518,

2 2

fan)]
Il
|
v

donde X es la mediana muestral y

Los parédmetros £ y O en general varian de una estacion a otra. Sin embargo en estudios
sobre vientos se encontré que los pardmetros estan relacionados y en consecuencia una
hipatesis a priori razonable es suponer que el coeficiente de variacion de las variables

X se mantiene mds o menos estable para cada estacion. O sea

T
—=8 = k(§ + 0.57722 8),
Te 63 )

de donde se obtienen las relaciones

k
0=

: M
e -TI:— —
— —k0.57722
V6

T
——k0.2171
V6

Por lo tanto suponer que el coeficiente de variacién es constante es equivalente a

; 8 0
suponer que los cuc'.entesz y vl son constantes.
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Para de verificar la validez de la relacién se reemplazan los paradmetros por sus
estimadores. Denotando por si e ¥y el desvio estandar y la mediana respectivamente

de la estacion k, respectivamente, se tiene la siguiente ecuacién

Sk = a¥x + ex k=1,2,..,64.

(5.2.1)
donde ey es una variable aleatoria que surge al reemplazar los pardmetros por sus

estimadores, |a Figura 3 muestra que la validez de la hipétesis es aceptable.

35

)
=

tral

[ ]
w

20

Desvio Estandar mues

Mediana muestral

Figura 52.3: Desviaciones

andar en funcion de las li La linea llena es la
recta ajustada por minimos cuadrados. La linea punteada con pendiente a*

=0.2278 ¢s la recta adoplada en este trabajo para estimar el parimetro
de escala,

El estimador por minimos cuadrados de o da: @ = 0.2012, aceptar este valor de @
podria implicar la subestimacion de los pardmetros Ok para ciertas estaciones.
Obviamente esto seria riesgoso pues conduciria a una subestimacion de los percentiles
superiores de la velocidad maxima del viento, por ello adoptamos el valor ' = 0.2278,

escogido de manera que el 75% de los puntos caigan debajo de la recta con esta
pendiente (Figura 5.2.3).
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Estimacion de los percentiles:

Los calculos de riesgos de estructuras civiles frecuentemente estan basados en las
velocidades de recurrencia de la velocidad maxima anual del viento. Sin embargo a
nuestro criterio los calculos de las probabilidades de riesgo deberian basarse en la
distribucién de probabilidad de la velocidad maxima del viento en el periodo igual a la

vida util de disefio de la estructura. En esta seccién se calculan las velocidades de

recurrencia del viento con periodo T igual a 2, 50 y 200 afios.

La velocidad de recurrencia v para la estacion k correspondiente a un periodo de T

afos, se define por
1 Ve — &
T m B —exp| — L2k ||
. (vy) ex;{ axp( 0. D
1
vy =, -0, 'n(—ln( “T:D’ (5.2.2)

donde Ex y O son los parametros correspondientes a 1a estacion k.

luego

De las ecuaciones (5.1.1) y (5.2.2) se obtiene

[ant]

o —J—_G—u.'?k = 0.1776 ¥,
9

y de (5.1) y (5.3) se obtiene

eosfemuaron (=3}

Particularizando para periodos T = 2,50 y 200 afios se tiene:

v, = 1.0000%,, Vsg = 1.6279%y, Vago = 1.8755%.

En la Tabla 1 se dan las estimaciones de los pardmetros &, y 0y, Y las velocidades del

viento con periodo de recurrencia T igual a 2, 50 y 200 afios.
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Tabla 5.2.1: Velocidades maximas anuales del viento con periodos de recurrencia de 2, 50 y 200 afios.

Periodo de Periodo de recurrencia | Periodo de recurrencia
Estaciones \ 9 lmh]\ g [mhl\ recurrencia de 2 aﬁos\ de 50 afios [m/s] \ de 200 afios [m/s]
9 de Julio | 327 | 245 | 25.72 | 41.82 | 48.16
Aeroparque | 216 | 2677 | 28.29 | 46.00 | 5298
Azul | 373 | 2615 | 27.78 | 45.16 | 52.02
|Bahia Blanca | 548 | 3580 | 38.07 | 61.89 | 71.28
|Bariloche | 553 | 2900 | 3138 | 51.02 | 58.76 T,
\Catamarca [Taas | 2537 | 2721 [ 44.33 | 5105 |
|Ceres | 396 | 2113 | 22.64 | 36.80 | 4238 |
Comodoro Rivadavia | 7.27 | 4518 | 47.84 | 77.78 | 89.58 |
Concordia | 720 | 2381 | 26.24 | 42.65 | 49.13 |
Cérdoba Obs. [ 262 | 2528 | 26,24 [ 42.65 | o |
Coronel Suarez | 384 | 1864 | 20.06 | 32.62 | 37.57 |
|Cristo Redentor | 12.61 | 3447 | 39.10 | 63.56 | B |
\Mﬁs | sa8 | 1996 | 23.15 | 37.63 | 4335 |
Esquel | 427 | 4422 | 45.79 | 74.43 | 85.73 |
{Formosa | 334 | 2558 | 2675 | 43.49 | 50.09 |
|Gobernador Gregores | 3.32 | 33.76 | 34,98 | 56.87 | 65.50 |
|Gualeguaichu | 483 | 23.03 | 24.69 | 40.14 | 46.24 |
|iguazt | s27 | 1350 | 18.01 | 29.27 | L U
{uiuy | 338 | 2088 | 2212 | 35.96 | Sy
Junin | 276 | 2677 | 27.78 | 45.16 | 52.00 |
Laboulaye | 379 | 2841 | 29.84 | 4851 | 55.87 |
La Plata Aera | saa | 2579 | 27.78 | 45.16 | 52.02 |
La Rioja | 354 | 2134 | 22.64 | 36.80 | 4238 |
|Lago Ar | 419 | 2470 | 28.29 | 46.00 | 5298 |
|Las Lomitas | 378 | 2228 | 23.66 | 38.47 | 4431 |
|Lépez Jusrez | 3as | 2431 | 25.72 | 41.82 | 48.16 |
|Malargue | 7.06 | 3548 | 38.07 | 651.89 | 71.28 |
[Mar de Plata Aero | 483 | 2858 | 30.35 | 49.34 | 56.83 |
|Marcos Judrez | s54 | 2369 | 25.72 | 41.82 { 48.16 |
|Mendoza Aero | ass | 23z0 | 25.72 | 41.82 | 48.16 |
|Monte Caseros | 495 | 2905 | 30.87 | 50.18 | 57.79 |
[Neuguén | 388 | 3099 | 32.41 | 52.69 | 60.68 |
|orin | so4 | 1943 | 2212 | 35.96 | 4142 |
|Parand | 502 | 2955 | 3138 | 51.02 | 5876 |
|Paso de Indios | 442 | 3399 | 35.50 | 57.71 | 66.46 |
{Paso de Los Libres | 426 | 2622 | 27.78 | 45.16 | 52.02 |
{Pehuaje | 339 | 2577 | 27.27 | 44.33 | 51.05 |
|Pigig | 294 | 1950 | 20.58 | 33.45 | 38.53 |
|Posadas | 365 | 2747 | 28.81 [ 46,83 | 53.94 |
|Puelches | 182 | 2763 | 28.29 | 46.00 | 52.98 |
|Puerto Deseado | _ase | 3331 | 34.98 | 56.87 | 65.50 =
|Punta Indio | a74 | 2193 | 23.66 | 38.47 | 4431 |
|Resistencia | 328 | 2834 | 29.32 | 47.67 | 5491 |
|Rio Gall | 659 | 3874 | 4116 | 66.91 | 77.06 |
[Rio Grande [ 208 | 2834 | 29.84 | 4851 | 55.87 |
[Rosario Aero | as0 | 2073 | 31.38 | 51.02 | 58.76 |
|sala | 276 | 2182 | 22.64 | 36.80 | 4238 \
|5an Antonio Oeste | 394 | 2685 | 28.29 | 46.00 | 5198 |
|san Juan | 252 | 27.89 | 28.81 | 46.83 | 53.94 |
{san Julidn | a9 | 3936 | 41.16 | 6691 | 71.06 |
|5an Luis | 180 | 2712 | 27.78 | 45.16 | 52.02 |
|santa Cruz | s30 | 3a07 | 36.01 | 58.54 e 67.43 |
|santa Rosa | 822 | 2579 | 28.81 | 46.83 | 5394 |
|santiago del Estero | 650 [ 1820 | 21.61 | 35.13 | 40.46 |
[Tandil | 708 | 3187 | 34.47 | 56.03 | 54.54 |
[Trelew | 381 | 37.90 | 39.10 | 63.56 | 73.21 |
Tres Arroyos | so1 | 2124 | 23.66 | 38.47 \ 4331 |
Tucuman | aas | 2214 | 23.66 | 38.47 | 4431 |
Ushuaia B N | ass | 3125 | 32.92 | 53.53 | 61.65 |
Viedma Aero | 888 [ 3379 | 37.04 | 60.22 | 69.35 |
|villa Dolores | 271 | 2550 | 26.75 [ 43.49 | 50.09 |
|villa Reynolds | 7.81 | 2800 | 30.87 | 50.18 | 57.79 |

101



5.3: Trazado de las Isolineas:

La construccion de los mapas con las isolineas de las velocidades de recurrencia (iso-
percentiles) se realizd con el Software Surfer 6.0 (1995) (Surface Mapping System). Este
software construye las isolineas utilizando un método de interpolacion lineal basado en
una superficie poliédrica de caras triangulares que pasa por los puntos-datos.

Sélo se muestran las figuras para el caso de velocidades del viento con periodo de
recurrencia de 50 afios. La Figura 5.3.1 muestra el mapa de las isolineas y los puntos-

datos y la Figura 5.3.2 el mapa coloreado segtn la magnitud de la velocidad del viento.

En la construccién de los mapas se usé sélo informacion estadistica la cual en algunas
partes del territorio nacional es mas bien escasa. Creemaos que se podrian mejorar estos

mapas buscando métodos que combinen la informacidn estadistica con el conocimiento
de los expertos en el tema.
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Figura5.3.2; Mapa coloreado
recurrencia de 50

de velocidades
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periodos de
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Conclusiones

En la bisqueda de modelos para la distribucién del maximo la principal preocupacion
esta en obtener una buena estimacidn de la cola derecha de la distribucion, es decir,
estimar con la mejor precisién posible las probabilidades de ocurrencia de sucesos
extremos en cada caso de interés para realizar las acciones preventivas necesarias. Este
problema esta presente en muchisimos casos reales en Ciencias ambientales, en
economia y finanzas, empresas de seguros, etc.

Dada su extensa aplicabilidad existirdn casos de variables de interés con diferentes
distribuciones de probabilidad, en el presente trabajo se plantea resolver casos dentro
del dominio de atraccién de la distribucion Gumbel que incluye una gran variedad de
distribuciones de interés practico.

La contribucién principal de este trabajo radica en la postulacion del modelo Potencial-
Gumbel, el cual surge de la aplicacion de la transformacién Box-Cox modificada, que es
mas amplio que la propia distribucién Gumbel y que esta contenido en el dominio de
atraccion de la distribucién Gumbel. El modelo paramétrico Potencial-Gumbel recorre
el dominio Gumbel en el sentido que segun varia el parametro de forma A la
correspondiente distribucidn varia el peso de la cola y entonces permite discriminar las
distribuciones dentro del dominio Gumbel y con ello obtener mayor precision que
estimar con la propia asintota.

En muchos de los trabajos mas destacados sobre este tema los estudios se vuelven hacia
la distribucién limite de extremos Fréchet la cual contiene a las distribuciones conacidas
como “distribuciones de colas pesadas”, la principal razon de esto es que estas
distribuciones son de algiin modo mas seguras en el sentido que tienden a sobreestimar
los percentiles superiores. Pero también hay que tener en cuenta que esta ganancia en
seguridad representa una pérdida de precision en las estimaciones, y en algunos casos

aplicados podria traducirse en pérdidas econémicas importantes.

En resumen se puede concluir que:

1- Aungue no se haya probado explicitamente, se puede inducir informalmente que

la distribuciéon Potencial-Gumbel tiene cierta densidad dentro del dominio
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Gumbel en el siguiente sentido: Conciba el dominio de atraccion de la
distribucion Gumbel ordenado segtin la cola derecha de las distribuciones, estas
van desde moderadamente pesadas hasta Muy livianas. Ahora suponga que se
hace variar el parametro de forma A de madera continua desde 0 hasta infinito,
entonces la distribucién Potencial-Gumbel también tiene distribuciones de cola
derecha que van desde moderadamente pesadas hasta Muy livianas. La cola
derecha puede hacerse tan liviana como se quiera haciendo tender a infinito el
parametro de forma. Por otra parte si se toma A = 0 se tiene el caso de colas
mas pesadas del dominio Gumbel que corresponderia a distribuciones muy
cercanas a |a distribucién Fréchet.

El modelo Potencial-Gumbel no presenta problemas en la estimacion de sus
parametros dado que se pueden utilizar diferentes métodos de estimacidn
convencionales como ser Maxima Verosimilitud, estadisticos de orden y método
de los momentos ponderados por probabilidad. Similar al caso del modelo
Gumbel no existen expresiones algebraicas explicitas para los estimadores de los
parametros pero se pueden resolver numéricamente sin complicaciones
mayores.

El método utilizado en este trabajo permite visualizar la bondad del ajuste
mediante el Q-QPlot, en el cual se toma el valor del parametro de forma éptimo.
En estos graficos se puede ademas, visualizar claramente la influencia de los
valores extremos de la muestra, principalmente del maximo muestral, y en
algunos casos el valor maximo de la muestra puede ser subestimado (por alguna
razon externa) y entonces en el Q-QPlot se vera claramente como este dato no
estd en concordancia con el resto de la muestra. En estos casos no queda mas
remedio que buscar una estimacion mas segura en el sentido de preferir
equivocarse por arriba en lugar de subestimar la probabilidad de ocurrencia de
valores grandes.

En el ajuste del modelo Potencial-Gumbel a los datos de series de vientos
maximos mensuales de Argentina puede verse que en cada estacion
meteorolégica (ubicadas geograficamente en diferentes zonas del Pais) hay un
comportamiento diferente en cuanto al peso en las colas derechas de las

distribuciones que es captado por el modelo. Esto permite estimar con mayor
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precisién los percentiles superiores de cada estacién, y en caso que se quiera
uniformizar el modelo asignando un Unico pardmetro de forma 2 todas las
estaciones, se puede adoptar un criterio conservador eligiendo de entre los
valores estimados, un valor minimo para A, que en este caso seria de 0,45. En Ia
tabla 4.4.7 se puede evaluar la perdida de precisién que se da por obtener
estimaciones mas conservadoras de los percentiles. En |a columna 3 se presentan
las estimaciones de los percentiles tomando un €3so ya muy extremo de
estimaciones conservadoras. Este Gltimo caso seria equivalente a utilizar como
modelo de ajuste una distribucion muy préxima a la distribucién de Fréchet.

En definitiva, el modelo Potencial-Gumbel propuesto aqui tiene la capacidad de
discriminar distribuciones de diferentes colas dentro del dominio de atraccion
de la distribucién Gumbel, lo que permitira estimaciones més precisas de los
percentiles superiores de |a distribucién, y dada la riqueza en distribuciones del

dominio Gumbel el modelo propuesto aqui debera servir para resolver un sinfin

de casos aplicados.
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