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RESUMEN

El Analisis de Sobrevida estudia el tiempo que transcurre hasta que se observa un evento o
Jalla en presencia de censuras. Si k fallas se pueden observar en cada sujeto bajo estudio,
se presenta entonces el problema del Andlisis de Sobrevida Multivariado. En este contexto
se deben distinguir dos tipos de situaciones: los sujetos experimentan sucesivas fallas del
mismo tipo, (evenfos ordenados o recurrentes); los individuos experimentan eventos de
naturaleza diferente, (eventos no ordenados o diferentes). Varios modelos de regresion han
sido propuestos en la literatura, en el caso de datos de sobrevida multivariados, usando
extensiones del modelo de "hazard" proporcional debido a Cox. La diferencia fundamental
entre las propuestas radica, principalmente, en como intenta manejar la estructura de
correlacion de los tiempos de falla dentro de los sujetos. Asi, algunos modelan el "hazard"
condicional (modelos condicionales) mientras que otros modelan el "hazard" marginal de
cada falla (modelos marginales) y la estructura de correlacion se considera en la etapa de
estimacion. Sin embargo, no se estudié hasta ahora como afecta a la precision de los
estimadores de los modelos la falta de cumplimiento de los supuestos bajo los cuales se
derivaron las propiedades de los estimadores. A partir de este problema se plantea como
objetivos de esta tesis estudiar comparativamente: el efecto sobre la precision de los
estimadores de los modelos de regresion para datos de sobrevida multivariados, la falta de
cumplimiento de los supuestos (independencia y falta de memoria) y el efecto del tamaiio
de muestra y del porcentaje de censuras. Ademas, se quiere esclarecer la controversia sobre
de la bondad de los diferentes modelos para las dos situaciones (eventos ordenados y no
ordenados), aun en el caso de tiempos de falla independientes y con distribuciones sin
memoria. Para cada uno de los problemas, en una primera etapa, se llevan a cabo estudios
de Monte Carlo, luego se derivan cotas para los sesgos del estimador y se compara con los
resultados alcanzados en los estudios por simulacién. A partir de esto se arriba a las
siguientes conclusiones: i) el problema mas importante que presentan los estimadores de
los parametros cuando no se cumplen los supuestos del modelo es la introduccion de
sesgos; 1i) la precision de los estimadores se ve mas afectada por la memoria de los
procesos que por la falta de correlacion entre los tiempos de falla; iii) en la situacion de
eventos ordenados los modelos debido a Andersen y Gill y a Prentice y Cai aparecen como
los mas recomendables, a excepcion que se tenga evidencia que el proceso tiene memoria
marginal y conjunta, y la correlacion entre los tiempos de falla sea pequeiia o nula, en tal
caso se sugiere usar el modelo debido a Wei, Lin y Weissfeld; iv) en la situacion de
eventos no ordenados, los modelos marginales, considerando un proceso Marcov para el
modelo de Prentice y Cai, generan los menores sesgos en los estimadores si la distribucion

no tiene memoria marginal, en caso contrario se deberia usar cualquiera de los modelos
condicionales.
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CAPITULOI

INTRODUCCION GENERAL

En los altimos afios del siglo pasado ha habido un considerable interés en
los métodos para analizar datos sobre eventos observados a través del tiempo
(datos de sobrevida o datos de historia de vida), y en los estudios de factores
asociados con la tasa de ocurrencia de aquellos eventos.

En la Seccion 1 de este capitulo se hace una caracterizacion de los datos de
sobrevida, cada uno de los cuales mide el tiempo que transcurre desde que
comienza la observacion hasta que se produce un evento previamente definido
(tiempo de falla), y se define las funciones que caracterizan la distribucion del
tiempo de falla. En la Seccion 2 se describen los modelos de regresion mas usados
para estudiar el efecto de ciertas covariables sobre los tiempos de falla. Por ultimo,
en la Seccion 3 se describe la situacion de eventos multiples, los problemas que
surgen para la generalizacion del modelo de "hazard" proporcional al caso

multivariado y a partir de ellos se plantea los objetivos de esta tesis.

1. Caracteristicas de los Datos de Sobrevida

En estudios donde el objetivo es evaluar el efecto de algunas intervenciones
del investigador (tratamientos), el analisis resulta relativamente simple para un
estadistico si se tiene una sola variable respuesta bien definida para medir la
diferencia de tratamientos (ANOVA). Cuando existe mas de una variable respuesta
igualmente importante involucrada en la evaluacion, los aspectos sobre disefio del
estudio, analisis de los datos e interpretacion de los resultados llega a ser mas
complicado (MANOVA). Estos problemas de respuestas multiples han sido
extensamente investigados y son usados en forma constante, en especial en la
industria farmacéutica y entes reguladores de medicamentos.

Aun en el caso de tener una sola variable respuesta, si ella es el fiempo que

transcurre hasta que se produce un evento, por ejemplo cura de una enfermedad,
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los datos que resultan presentan algunas caracteristicas particulares, razén por la
cual han recibido en la literatura el nombre especial de datos de sobrevida o datos
de historia de vida en el caso de estudios de confiabilidad.

Estos datos pueden provenir de investigaciones en diferentes campos de la
ciencia y tecnologia, como ser, medicina, demografia, ingenieria, economia,
educacion, sociologia, entre otros.

En el caso mas simple, y de ahi el nombre de sobrevida, el evento es la
muerte de una persona o rotura de un dispositivo, pero el término puede cubrir
otros tipos de eventos como ser la ocurrencia, complicacién o cura de una
enfermedad. En aplicaciones industriales, el evento es tipicamente la falla de una
unidad o algin componente de una unidad (estudios de confiabilidad). En
economia, los datos de sobrevida pueden obtenerse a partir de un estudio sobre el
tiempo que demora una persona desempleada en conseguir un trabajo. En
psicologia, el evento puede ser crisis psicética; mientras que en educacion puede
ser la desercion, el egreso o la aprobacion de un examen.

Desde un enfoque de procesos, el evento es la transicion de un estado a
otro, por ejemplo, la ocurrencia de una enfermedad define el evento: “transicion del
estado de salud al estado de enfermedad”. En el ejemplo de psicologia la crisis
psicotica marca el evento: “transicion del estado normal al estado psicotico”™. Asi,
dependiendo del contexto, se usan palabras como muerte, evento, falla o transicion
para referirse al mismo concepto.

Por tltimo, para el tratamiento de los datos de sobrevida se debe definir un
punto, tiempo cero, a partir del cual se mide el tiempo hasta la falla (escala de
tiempo) y conocer en todo momento del estudio en qué estado se encuentra cada

individuo bajo observacion.

1.1  Aspectos especiales de los datos de sobrevida

En un sentido amplio, lo que hace especial a este tipo de datos es que la
variable respuesta es el tiempo, que presenta algunas caracteristicas especiales que

la hacen diferente de cualquier otra variable; entre las que se puede mencionar el
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hecho que es observada secuencialmente, lo cual trae varias consecuencias. Entre
las consecuencias mas importante figura la presencia de datos incompletos,
generados por la imposibilidad de conocer el tiempo de falla de todos los
individuos bajo estudio, es decir, para algunos individuos bajo estudio solo se
conoce que el tiempo de falla excede a un cierto valor. Sin embargo, tanto o mas
importante que el problema de datos incompletos, es el hecho que la probabilidad
de sobrevida a la falla cambia segin el tiempo de referencia, aspecto conocido
como condicionamiento, lo que conduce a tener que evaluar la probabilidad
condicional de falla en un instante t, dado que sobrevivio a la falla hasta ese
instante. Asi por ejemplo, la esperanza de vida de una persona a los 20 afios es
menor que la esperanza de vida de una persona a los 60 afios, ya que ella debe
calcularse condicional al tiempo de sobrevida. Otras importantes consideraciones
incluyen la eleccion del modelo paramétrico adecuado a esta estructura de datos y

la posibilidad de tener eventos miiltiples o covariables dependientes del tiempo.

1.2 Datos Censurados

Como se menciond previamente, una de las caracteristicas particulares de
los datos de sobrevida es la presencia de datos incompletos. La forma mas comin
de observaciones incompletas son las denominadas Censuras a derecha que son las
que surgen cuando en un conjunto de individuos hay algunos de ellos a los cuales
no puede observase los valores del tiempo de sobrevida, sino que para ellos solo se
conoce que son mayores que un cierto valor.

Una razén comun para tener datos censurados es que el individuo observado
sobreviva a la falla cuando el estudio termina, y asi todo lo que se conoce sobre su
tiempo de vida es que excede a un cierto valor lo que puede ser raramente evitado
en datos de historia de vida. La presencia de censuras trae aparejado una
complicacion en el manejo de la distribucion teorica de los estimadores aiin cuando
el mecanismo de censura sea simple y bien entendido.

Para usar la metodologia estadistica clasica en este tipo de datos se debe

eliminar del analisis aquellas observaciones incompletas, lo que produciria una
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pérdida de eficiencia. Se hace necesario, entonces, recurrir a una metodologia que
use toda la informacion disponible. Tal metodologia se dio en llamar Andlisis de
Sobrevida.

El uso de la mayoria de los modelos y métodos para analizar datos
censurados implican importantes suposiciones sobre la naturaleza de las censuras y
su relacion a los procesos de falla, ya que su presencia puede alterar la estimacion
de la probabilidad de ocurrencia del evento de interés. Asi, una primera condicion
para evitar que se introduzcan sesgos en la estimacion de las probabilidades, es que
la ocurrencia de censuras no debe estar relacionada al tiempo de falla futura, o lo
que es lo mismo, que el tiempo de censura de un individuo (tiempo de observacion
libre de falla) dependa s6lo de la historia del proceso observado (tiempo de falla).
Esto es equivalente a formular que la probabilidad del tiempo residual de sobrevida
a la falla para aquellos individuos censurados debe ser igual al correspondiente a
los individuos no censurados (siguen bajo observacion), lo cual implica que el
tiempo de censura no da ninguna informacion a cerca de la distribucion del tiempo
de falla. Si el esquema de censuras responde a estas suposiciones se habla de

Censuras no Informativas.

1.3  Condicionamiento

Este aspecto es mas facil introducirlo a través de un ejemplo. Supongamos
que se quiere estudiar la mortalidad en una dada ciudad. Con algunas
aproximaciones tales como suponer densidad constante en cada aiio y extrapolando
mas alla de 100 afios, se obtiene que el tiempo mediana de vida de un hombre, es
de 75 afios y 80 dias. Asi, para un hombre que cumple 75 afios, la mediana sugiere
que tiene solo 80 dias de vida, sin embargo esto no es correcto, ya que para evaluar
su tiempo residual de vida se debe tener en cuenta que €l ya vivid hasta los 75 afios
y asi la mediana condicional dada la sobrevida hasta los 75 afios resulta ser de 82
afos y 294 dias. Por lo tanto, lo relevante es la distribucion de sobrevida truncada a
izquierda de 75 afios, aspecto que tiene una enorme consecuencia para los

procedimientos que tratan con datos de sobrevida. Una logica consecuencia es que
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es mas conveniente manejar la distribucion del tiempo de sobrevida a la falla (T)
por medio de la funcién “hazard” (h(t)) definida como la probabilidad de falla
dentro de un intervalo corto de tiempo, dado que el individuo no experimento la
falla al comienzo de dicho intervalo. Si la distribucién de T es absolutamente

continua, la definicion formal de h(t) esta dada por

Pr(!<T<t+At_T>t)
h(t)= lim

1.3.1
Ardo Al ( )

Las relaciones entre la funcion de densidad f{t) y la funcién “hazard” son

las siguientes:

h(t) = l—f.g%t) (132)
() =hlt) exp{~ j{: h(:)} (13.3)

Para datos de sobrevida, mas conveniente que usar la funcion de
distribucion ordinaria F(t) es usar la llamada funcion de sobrevida (S(t)) que
representa la probabilidad de que el tiempo libre de falla T sea mayor que t; que se

expresa como

S(ty=Pdr > 1]=1-F(f), (134)
de donde se sigue que
das(t)
=22 33
S 7 (13.5)

De esta manera la relacion entre las funciones de densidad, “hazard” y de

sobrevida esta dada por:
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_f) _ dlogS()
h(t) = % (13.6)

La siguiente tabla muestra como las funciones de densidad, “hazard” y de

sobrevida cambian al ser truncadas en el tiempo v, es decir, condicionandas para
T>v.

Tabla 1.3.1. Funciones de Sobrevida, densidad y “hazard” completas y truncadas para T > v.

Funciones Distribucion Completa | Distribucion Truncada paraT>v
Sobrevida S St) / S(v)
Densidad fit) fit) / S(v)
“Hazard” h(t) h(t)

La tabla muestra la ventaja de la funcion “hazard”, la cual, a la inversa de
las otras funciones, condiciona la sobrevida hasta t; y, por lo tanto, no cambia si se
condiciona hasta un tiempo v < t. Esta funcion es también conocida como tasa de
falla instantanea ya que mide el riesgo de falla por unidad de tiempo durante el
proceso de envejecimiento. Por otra parte, la funcion "hazard" puede crecer,
decrecer, permanecer constante o indicar un proceso mas complicado. Por ejemplo,
los pacientes con leucemia aguda que no responden al tratamiento, tienen una
funcion "hazard" creciente.

En estudios de confiabilidad la funcién "hazard" es mas conocida como fasa
condicional de falla y la funcion de densidad recibe el nombre de tasa
incondicional de falla, mientras que en demografia es conocida como fuerza de
mortalidad.

Ahora, el concepto de condicionamiento corresponde al concepto de
exposicion al riesgo, es decir, antes de la falla los individuos tienen que encontrarse
en un estado desde el cual es posible la transicion. Por ejemplo, un individuo

solamente esta al riesgo de morir si en el momento considerado esta vivo.
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Desde el punto de vista matematico, este fendmeno es naturalmente
analizado como un proceso aleatorio desarrollandose en el tiempo, es decir, un
proceso estocastico con una realizacion del proceso para cada individuo.

Puesto que a cada evento la variable respuesta es dicotomica, el proceso
estocéstico a elegir es un proceso de conteo que toma el valor cero antes del evento
y uno después del evento.

Esta manera de describir el fenomeno, aunque aparentemente mas
complicada, simplifica el tratamiento matematico de los métodos de estimacion, y

permite incorporar en los modelos los aspectos especiales de este tipo de datos.

1.4  Eleccion de modelos

Las distribuciones estandares que se usan generalmente en otro tipo de
datos, en la mayoria de los casos no son relevantes para los datos de sobrevida. En
general, para datos de sobrevida se necesitan distribuciones que, ademas de estar
definidas so6lo para valores positivos, sean asimétricas y, quizas la propiedad mas
importante, es que sean ficilmente adaptables a truncamiento, en el sentido que el
hazard correspondiente sea una funcién simple de los parametros de la distribucion.
Ejemplos de ellas son las distribuciones exponencial, Weilbull y Gompertz. Otras
distribuciones como la log-normal, inversa Gausiana y Gamma son menos

convenientes computacionalmente pero todavia frecuentemente usadas.
Por ejemplo, la Weilbull con Alt)=puy g’“] , u>0,7>0 y la

distribucion Gompertz con h(!) =up', u>0,@ =1 incluyen como caso particular
a la distribucion exponencial (¥ =1 y @ =1 respectivamente) que tiene “hazard”
constante. En el caso de la Gompertz, el tiempo de sobrevida a la falla después del
truncamiento es también una distribucion Gompertz con el mismo valor de o.

Los métodos no paramétricos han llegado a ser muy populares dentro del
analisis de sobrevida, por varias razones. Una de ella es que los datos tienen, a
menudo, algunos aspectos que no son facilmente descriptos por modelos

paramétricos. Por ejemplo, los tiempos de vida en los humanos muestran un
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“hazard” decreciente los primeros 5 afios de vida. Este aspecto es relevante en
algunos casos y en otros no, pero suponiendo una distribucién no paramétrica, se

evita la preocupacion por este problema.

2. Modelos de Regresion

En muchos casos el objetivo del estudio es establecer la dependencia del
tiempo de falla con ciertos factores o covariables. En efecto, cuando hay
covariables, se esta tipicamente mas interesado en el efecto de aquellas sobre el
tiempo de sobrevida o el “hazard” que, en como cambia este ultimo con el tiempo.

Las covariables pueden ser factores que son de importancia intrinseca,
como tratamientos en ensayo de drogas, o factores que se conoce o se sospecha que
tienen influencia sobre el riesgo de falla, pero que no son determinantes por si
mismas del tiempo de falla.

Si Z = (z,..., ) es el vector de covariables de dimension p para un
individuo, el modelo de regresion mas comun con datos de sobrevida es el modelo
de “hazard” proporcional, el cual especifica que el “hazard” h(t) para un sujeto

con vector de covariables Z esta dado por:
h(t) = hy(t) exp(B 'Z) @

donde ho(t) representa el “hazard” para un individuo con vector de covariables Z=0
y recibe el nombre de “hazard” basal. Asi, el “hazard” es el producto del “hazard”
basal por un factor dependiente de las covariables. Las componentes del vector de
parametro 3 describen la importancia de la covariable correspondiente.

Cox (1972) sugirio un procedimiento de estimacion que elimina el efecto de
ho(t) dejandolo completamente inespecificado; de esta manera, el analisis se
concentra en el efecto de las covariables.

Otro modelo de regresion que aparece en la literatura es el llamado modelo
de tiempo de falla acelerado. Este modelo mas que describir el “hazard” como

funcién de las covariables, se formula a partir del supuesto que éstas actian
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directamente en el tiempo de falla via un factor de escala. Asi, existe una funcién
de sobrevida basal, So(t), que representa la funcion de sobrevida para un individuo
con covariables iguales a cero y una funcion de sobrevida para un individuo con

covariables Z, ligadas a través de la siguiente expresion:

4
SO =8| —7—= 2.2
2 °[exp(n’Z)J =
donde las componentes del vector de parametros 1 describe la importancia de las
covariables correspondientes. De aqui se sigue que el modelo en términos del

“hazard” y del “hazard” basal puede ser escrito como:
h(t) = hytexp(-'Z)) exp(~1 'Z) @3)

Si So(t) es la funcion de sobrevida correspondiente a una distribucion
Weilbull con parametro de forma y, el modelo (2.3) coincide con el modelo de
“hazard” proporcional pero con diferente parametrizacion; y la relacion entre los
parametros viene dada por m; = - B; /y;. No existe otra situacién donde ambos
modelos coincidan.

La manera estandar de describir un modelo de tiempo de falla acelerado es:
log7, =7'Z,; +¢, @4

donde las €; son independientes e idénticamente distribuidas. De esta manera, (2.4)
describe un modelo lineal en el logaritmo de T. La distribucion del error puede ser
Weibull o cualquier otra; pero, en todos los casos es paramétrica.

La cuestion que surge naturalmente en la practica es, entonces, si el modelo
de tiempo de falla acelerado tiene mas sentido que el modelo de “hazard”
proporcional. El primero parece mas sensible a procesos relacionados con el uso de
alguna maquinaria o dispositivo y su nombre deriva precisamente del hecho que es
mas adecuado para medir el efecto de un factor que incrementa el riesgo de falla.

Mientras que el modelo basado en la expresion (2.1) es mejor tanto para el manejo
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de las covariables dependientes del tiempo, como en la descripcion de los cambios
en el riesgo cormrespondiente a puntos fijos en el tiempo. Pero, la principal ventaja
del modelo de “hazard” proporcional es que permite estimar los parametros del
modelo sin suposiciones sobre el tipo de distribucion del tiempo de sobrevida; a la
inversa del modelo de tiempo de falla acelerado, el cual se basa en modelos
paramétricos.

Para comprender mejor las diferencias y similitudes entre los modelos

descriptos se puede expresar ambos en funcion del “hazard” acumulado,
H(t)= j;h(u) du. Asi, el modelo de “hazard” proporcional dice que, si se tiene 2

grupos se verifica que Hy(t) = ¢ Hy(t) para algin c, mientras que el modelo de

tiempo de falla acelerado establece que Ha(t) = H;(t/c) para algiin c.

3. Datos de Sobrevida Multivariados

Los datos de sobrevida multivariados surgen cuando cada sujefo bajo
estudio puede experimentar varios eventos, fallas o transiciones, o cuando existe
alglin agrupamiento natural o artificial de sujetos (pequefos cluster) lo cual induce
dependencia entre los tiempos de falla de los individuos del mismo grupo.
Ejemplos en investigaciones médicas son: la recurrencia de tumores o episodios
infecciosos; el desarrollo de sintomas o enfermedades en distintos sistemas de
drganos; la ocurrencia de ceguera en el ojo izquierdo y derecho; la aparicion de una
enfermedad genética entre los miembros de una familia; etc. Ejemplos en otras
areas incluyen la rotura repetida de cierto tipo de maquinaria en la industria; la
repeticion de actos delictivos por parte de un individuo en estudios sociales; la
eleccion de productos por cada consumidor en investigaciones de mercado.

Por lo tanto, si k eventos o fallas se pueden producir en cada sujeto o cluster
bajo estudio, se define entonces un vector aleatorio de tiempos de falla
T=(T\,...,Tx), lo que da origen al problema del Andlisis de sobrevida multivariado.

La generalizacion de la metodologia para estimar la funcion de sobrevida al

caso multivariado ha sido extensamente estudiada y, sin embargo, un estimador
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optimo de S(t) todavia es desconocido ya que en muchas situaciones, con tiempos
de sobrevida multivariado, no se satisface la suposicion de censuras

independientes.

3.1.  Modelos de regresion para datos de sobrevida multivariados.

El estudio del efecto de covariables sobre el riesgo de fallas, en el caso de
tener datos de sobrevida multivariados ha cobrado gran interés en los Gltimos afios,
fundamentalmente para la industria farmacéutica. Los ensayos clinicos disefiados
para estudiar el efecto de nuevas drogas en enfermedades cronicas como asma y
artritis con sucesivas crisis; o para el tratamiento de enfermedades como lupus,
cancer y SIDA que producen afecciones en diferentes 6rganos, requieren de
metodologia apropiada que contemple la posibilidad de manejar los tiempos de
sobrevida a multiples fallas.

Como ya se dijo en la seccion anterior, el modelo de “hazard” proporcional
de Cox ha sido extensamente usado para analizar la influencia de covariables en
datos de sobrevida univariados, debido a su flexibilidad y al hecho que las
propiedades asintoticas de sus estimadores ha sido elegantemente justificada
usando la teoria de martingalas (Andersen etal. (1992) y Fleming-Harrington
(1991)).

Varios modelos de regresion han sido propuestos en la literatura para
manejar el problema, en el caso de datos de sobrevida multivariados, usando
extensiones del modelo de “hazard” proporcional de Cox. Sin embargo, hay
algunos aspectos que surgen de la extension del modelo original que deben ser
considerados. Por ejemplo, como manejar la correlacion entre los tiempos de falla
dentro de un mismo individuo; cémo definir la escala de tiempo y los conjuntos
bajo riesgo en cada instante de tiempo, ya que ellos cambian con el tiempo, y todo
esto agravado por la presencia de censuras.

Por otra parte, en ese contexto se hace necesario distinguir dos tipos de

situaciones marcadamente diferentes:
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1. Los sujetos bajo estudio pueden experimentar sucesivas fallas del mismo tipo,
las que reciben las denominaciones de eventos recurrentes o eventos
ordenados. Ejemplo de ellas son crisis asmaticas o repetidas infecciones de un
mismo 6rgano; roturas sucesivas del mismo circuito, en la industria; sucesivas

deserciones, en ciencias de la educacion; repetidos hechos delictivos, en
ciencias sociales; etc.

Los sujetos bajo estudio pueden experimentar eventos de naturaleza
enteramente diferente, y a las cuales se les dio la denominacion de eventos
diferentes o eventos no ordenados. Ejemplos de este tipo de eventos son
metastasis en diferentes o6rganos; roturas de diferentes partes en un proceso

industrial; eleccion de diferentes productos en un estudio de mercado.

En la situacion de eventos no ordenados se puede considerar que los sujetos
estan “expuestos al riesgo” de cualquiera de las fallas desde el comienzo del
periodo de observacion; asi, la escala de tiempo en este caso corresponde a los
tiempos totales, es decir, tiempo desde que comienza el estudio.

Por otra parte, para los eventos ordenados la principal dificultad para el
analisis es que los sujetos no pueden ser considerados como “expuestos al riesgo”
para el segundo evento hasta que ellos no han experimentado el primero. Asi, en
este caso la escala de tiempo corresponde a los tiempos intereventos, es decir, el
tiempo desde el evento anterior.

La diferencia fundamental entre las propuestas radica, principalmente, en
como se maneja la estructura de correlacion de los tiempos de falla dentro del
modelo y en la etapa de la estimacion, y como se definen las escalas de tiempo y
los conjuntos bajo riesgo a la falla en cada momento. Teniendo en cuenta estas
diferencias, los modelos se clasificaron en: modelos marginales y modelos
condicionales. Los primeros consideran que el “hazard” marginal para cada falla
sigue un modelo de "hazard" proporcional, como el dado en (2.1); luego,

maximizando por separado la verosimilitud parcial, se propone tener en cuenta la
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estructura de dependencia entre las distintas fallas dentro de cada sujeto, en el
estimador de la matriz de covarianza de los parametros del modelo.

Los modelos condicionales establecen que es el "hazard" condicional a la
ocurrencia de los eventos anteriores el que sigue un modelo de "hazard"
proporcional similar a (2.1), es decir, ellos contemplan la estructura de dependencia
de los tiempos de falla en cada sujeto, dentro del mismo modelo, y no en la etapa
de la estimacion como los modelos marginales. Las propiedades de los estimadores
de los parametros, en los diferentes modelos, especialmente de los modelos
condicionales, fue ampliamente estudiada por los autores. Sin embargo, las fuertes
suposiciones que cada uno de ellos hacen sobre la estructura probabilistica que
deben tener los datos para que tales propiedades se cumplan, todavia no tiene una
solucion acabada.

Actualmente no existe acuerdo, entre los autores de las diferentes
propuestas, sobre la utilidad de los distintos modelos en eventos ordenados o no
ordenados, atn en el caso de tiempos de falla independientes (Oakes (1997), Wei y
Gliddeb (1997)). Tampoco se encontré en la bibliografia, un estudio de como
afecta a la precision de los estimadores de los parametros del modelo el aumento
del grado de correlacion entre los tiempos de falla.

En las ultimas décadas, aparecio en la literatura varias propuestas de
distribuciones bivariadas de tipo exponencial que responden a la estructura de datos
de sobrevida [Marshall y Olkin (1967), Block y Basu (1974), Sarkar(1987), Ryu
(1993)]. En la propuesta de Ryu él establece la diferencia entre su distribucion y las
previas, basado en las propiedades de falta de memoria marginal y falta de
memoria conjunta.

Puesto que en los modelos condicionales subyace el supuesto de que
procesos no tiene memoria, surgioé en este trabajo un nuevo interrogante, no
planteado hasta ahora, y es el referido a como afecta a los estimadores de estos
modelos si la distribucion subyacente de los datos no cumple con esta propiedad.

En sintesis, los problemas que todavia no tienen una solucion consensuada

son aquellos referidos a como afecta a la eficiencia de los modelos: a) las diferentes
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consideraciones que deben hacerse respecto a la escala de tiempos a utilizar en la
situacion de eventos ordenados; b) cuando aumenta el grado de correlacion entre
los tiempos de falla. Y, a partir de la publicacion de Ryu, se plantea el problema
adicional de conocer el comportamiento de los modelos cuando la distribucién
subyacente de los datos no cumple con la propiedad de falta de memoria.

Por otra parte, aunque estos modelos son especialmente adecuados para
datos censurados, a excepcion de Prentice y Cai que afirma que los sesgos en los
estimadores se hacen importantes si el porcentaje de censuras es superior al 25%,
ninguna otra propuesta analiza el efecto de las censuras en los estimadores de los
modelos propuestos.

La importancia de resolver problemas puramente practicos ya fue
puntualizada por Cramer (1960) cuando expresa

“La teoria matemdtica pertenece por completo a la esfera conceptual y trata con entes
puramenie abstractos. Sin embargo, ¢l designio de la teoria es construir un modelo de un
cierto nimero de fendmenos del mundo fisico, y las proposiciones y entes abstractos de la
teoria tienen sus contrapartes en ciertas relaciones entre objetos y ciertos objetos
observables. Si el modelo ha de tener utilidad prdctica, debe haber un cierto tipo general
de concordancia entre las proposiciones tedricas y sus contraparies empiricas. Cuando una
cierta proposicién tenga como contraparic alguna relacion directamente observable,
debemos exigir que nuestras observaciones muestren que dicha relacion se cumple
efectivamente. Si en prucbas repetidas se ha encontrado una concordancia de este tipo, y
consideramos que esta concordancia es suficieniemente precisa y permanente, la (eoria
podra considerarse aceptable en la prictica ...Los resultados de la teoria pueden aplicarse,
como instrumentos cn el andlisis cientifico de los fenomenos observados...El principio
general en que tales aplicaciones se basan puede expresarse asi: DEBE MODIFICARSE
TODA TEORIA QUE NO SE AJUSTE A LOS HECHOS”.

En base a todo lo expuesto, en esta tesis se plantean los siguientes objetivos:

A. Estudiar comparativamente el comportamiento de las diferentes propuestas de
modelos de regresion tipo Cox para datos de sobrevida multivariados respecto a

la precision en la estimacion de los parametros, cuando no se cumplen las
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condiciones bajo las cuales se derivaron las propiedades de los estimadores, a

saber:

i. Cuando los tiempos de falla para los distintos eventos definidos en cada
individuo no son independientes.

ii. Cuando distribucion conjunta subyacente no cumple con la condicion de

falta de memoria marginal, conjunta o ambas.

B. Estudiar, por medio de simulaciones, el efecto del tamafio de muestra y del

porcentaje de censuras sobre cada uno de los modelos considerados.

C. Esclarecer la controversia sobre la bondad de los diferentes modelos para la
situacion de eventos ordenados y no ordenados, aun en el caso de tiempos de
falla independientes y con distribuciones que gozan de la propiedad de falta de

memoria marginal.

En el presente trabajo se considera de manera especial, el estudio de datos
de sobrevida en ciencias biomédicas, aunque todos los métodos son adecuados para
aplicaciones en confiabilidad industrial (tiempo libre de rotura), criminologia
(tiempo para volver a delinquir), ciencias sociales (duracion del matrimonio),

marketing (tiempo de suscripcion a revistas), etc.
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CAPITULO I

MODELO PROBABILISTICO

1. Introduccién

Los procesos de conteo y martingalas proveen una manera directa de
estudiar las propiedades de los estimadores y de los tests de hipotesis estadistica
para datos de tiempo de falla censurados a derecha, y en especial permiten una
generalizacion directa de los métodos y modelos al caso multivariado.

En la Seccion 2 de este capitulo, se presenta el modelo probabilistico de los
datos de sobrevida con un enfoque de proceso de conteo. Se define la funcion
"hazard", que, como ya se dijo, es una de las funciones que caracteriza la
distribucion de los tiempos de falla, de una manera que pueda ser facilmente
relacionada con los procesos estocasticos asociados a los datos de sobrevida.

Como se mencioné en el capitulo anterior, una importante razon para
plantear modelos y métodos especiales para los datos de tiempo de falla es la
necesidad de tratar con las censuras; de alli que en la Seccion 3 se hace una breve
analisis de posibles estructuras y mecanismos de censuras, asi como los problemas
adicionales que surgen en el analisis de sobrevida multivariado, en presencia de
ellas. Por ultimo, en la Seccion 4, se define la funcion de verosimilitud en términos
del compensador del proceso de conteo multivariado autogenerado y a partir de ella

se deduce la verosimilitud parcial.

2. Modelo Probabilistico de los Datos de Sobrevida

Tipicamente, en el analisis de sobrevida, las observaciones completas de
una muestra de tiempos Xj,..., X, no son posibles. Asi, se observa el par (T;, Dj),
i=1,...,n, donde D; es un indicador de censura, es decir, una variable aleatoria
dicotomica describiendo si T; representa el tiempo de falla X; o es solo una cota

inferior de él, es decir
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Xi=T; si D=1
Xi>T; si D;=0 L

Como ya se dijo en el capitulo anterior, el analisis estadistico de este tipo de
datos no es posible sin hacer suposiciones sobre las censuras. Por el momento se
considera la suposicion mas general: censuras independientes, lo cual significa
que, en cualquier tiempo t, la experiencia de sobrevida en el futuro no es
estadisticamente alterada por las censuras y la experiencia de sobrevida en el
pasado. Matematicamente la nocion de pasado y futuro se define a través del
concepto de filtracion o historia del proceso (3} » 0, donde J; representa los datos
disponibles hasta el tiempo observado t. La expresion 3. corresponde a los datos
disponibles hasta justo antes de t. La definicion formal de filtracion se presenta en
el Anexo 1, aqui simplemente tomamos J, para significar los valores de (T;, Dj)
para i=1,...,n, tales que T; <t y 3. los valores de (T;, D;) tal que T; <t.

Sea X la variable aleatoria “tiempo de sobrevida a la falla” y sea U la
variable aleatoria “tiempo de sobrevida censurado”. Por la suposicion de censuras
independientes, X y U resultan ser variables aleatorias independientes, luego el par
de variables observadas (T, D) queda definido como T=min(X, U) y D=I{X < U}.

La independencia entre X y U lleva a que la funcion "hazard" puede

expresarse como

t<T<t+M T2t
fj({): h‘l’ﬂ .__.._.._(..__.f‘i-—).
Ao At
(2.22)
Pr(1<T<t+A1 | T21,U 1)

= lim d
A0 At

Asi, de manera todavia muy informal se puede escribir

h(t)dt si T; >t
el t+dt),D=13,_|= 223
Pr[?; € [ Y )’ 1 ] {0 s ?; <t ( )
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Reemplazando la probabilidad del primer miembro por la esperanza de una

variable indicadora se tiene

El{t; elt.i+di), D=1}|3,_|=#{i:T; e[t.t+di), D=1yt
=Y() h(t) dt (2.2.4)
=A1) dt

donde Y(t) =#{T € [t, t + dt) , D = 1} es el nimero de individuos al riesgo de falla
en [t, t +dt), o sea, el tamafio del conjunto bajo riesgo en ese intervalo de tiempo, y
A(t) = Y(t) h(t).

Si se define una familia de variables aleatorias N = {N(t), t € [0,0)}, donde
N(t)=#{i: Ti<t, D; = 1} representa el nimero de eventos que ocurrieron hasta t,
entonces la familia de variables aleatorias N es un proceso estocdstico de conteo.

El proceso N se dice adaptado a la filtracion 3, si N(t) es 3,-medible para
todo t.

Por lo tanto, si se denota dN(t) o N(dt) al incremento de N sobre el intervalo
infinitesimal [t, t + dt), es decir, dN(t) = N(t + dt) — N(t); dicho incremento es la
expresion que aparece dentro del operador esperanza dado en (2.2.4), asi la

ecuacion se puede reescribir como
A(t) dt =E[dN(t) | 3¢ ] (2.2.5)

Se debe notar que A(t) es una variable aleatoria, ya que ella depende de las
variables condicionantes en 3. y, en este contexto, toma el nombre de intensidad
del proceso N(t).

A partir de (2.2.5) se puede inferir que A(t) representa la tasa de cambio
instantdneo en N en [t, t + dt) dado 3., o lo que es lo mismo, dado que el tiempo de
falla y el tiempo de censura son ambos mayores que t.

De una manera general, un proceso de conteo {N(t), t € [0,0)} es un

proceso estocastico que toma valores 0, 1, 2,..., que tiene un proceso intensidad
definido a través de (2.2.5).
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El proceso A(t) dado por

A() = [ Als)ds >0
= _[:)Y (s)n(s)ds

es llamado proceso de intensidad acumulado, el cual en cada tiempo t es una

(2.2.6)

variable aleatoria que representa el nimero de saltos de N en (0, t]. En efecto, ya
que N((t + dt)-) — N(t-) es una variable aleatoria 0-1 en t, y si C(u) = Pr{U > u], se

tiene que

E[N@)=Pir<e, D=1]=Pr[T<t,T<U ]

= I:}C(s ~)dF(s)

(2.2.7)
= J':)Pr[Tz s|h(s)ds

- E[[{'}J{Tzs}h(s)ds]
~E[[ ] E[A()]

Supongamos por el momento que el proceso N(t) no es censurado, entonces,

si se define el proceso M(t) como
M(t) = N(t) - A(t), (2.28)

por (2.2.7) se sigue que M(t) tiene media cero. El proceso M(t) recibe el nombre de
proceso de conteo compensado o proceso de conteo martingala.
Tomando la esperanza condicional del incremento de M(t) sobre el

intervalo [t, t + dt), dada la informacion del pasado J,., se tiene
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E[dM(t) | 3] =E[dN() - dA@) | 3. ].
Por (2.6) esta expresion se puede escribir como
E[dM(t) | 3. ] = E[ dN(t) - A(t)dt | 3. 1.

Se puede notar, a partir de la definicion dada en (2.2.5), que A(t) es no

aleatoria dado 3. , y entonces,
E[dM(t) | 3. ] =E[dN(t) | 3. ]-Mt)dt=0. (2.2.9)

Por las relaciones (2.2.8) y (2.2.9), A(t) representa el compensador de N(1),
ya que M(t) es una martingala, considerando que (2.2.9) es equivalente, al menos

heuristicamente, a la definicion de proceso martingala (Ver Apéndice 1)
E[dM(t) | Js] =M(s), Vs<t. (2.2.10)

En efecto, ya que (2.2.10) se debe cumplir para todos los intervalos (s, t], sumando
los incrementos de M sobre pequefios subintervalos [u, u + du) que se obtienen

particionando [s + ds, t + dt) = (s, t] se encuentra que

E[m() 5,]-M(s)=Em ) - M(s) 3]
= E[[s <usfdM(H) 35]

Elam () 3,] @.2.11)

_Is<qu

= E[E(M(") SH‘—) SS]

T s<us<t
=0

La primera igualdad se cumple por la medibilidad de M(s) respecto a I, y la

Gltima igualdad vale ya que J; c J,..
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El proceso N(t) en este contexto, también recibe el nombre de proceso de
conteo compensado.

Puesto que, A(t) y como consecuencia A(t), son conocidas dado J,. , ellas
son funciones no aleatorias justo antes de t, y por ello se dice que son procesos
predictibles (Ver Anexo 1). Luego, a partir de (2.2.8) se podria considerar al
proceso martingala como que es un proceso puro ruido siendo la parte sistematica
del proceso de conteo N(t) su compensador A(t): un proceso predictible variando
suavemente, el cual cuando se sustrae del proceso de conteo N(t) deja un proceso
de ruido, predictible de media cero.

Un proceso de conteo multivariado es un proceso estocastico, el cual en este
contexto se le puede considerar que registra la ocurrencia en el tiempo de varios
tipos de eventos disjuntos.

Aqui se supone que la filtracion a la cual el proceso es adaptado ya esta
dada o bien se construye a partir de €l, es decir, es generado por el mismo proceso
y entonces recibe el nombre de filtracion autogenerada y que se denotara con N, y

se define como
R =o(N(s):s<t) Vt (22.13)

Asi, se supone una filtracion (Jy, t € ) sobre un espacio de probabilidad
(Q, 3, P) la cual satisface las condiciones usuales (ver Anexo 1), excepto

posiblemente el de completitud. Un proceso de conteo multivariado
N(t) = (Nu(t),...,N(t))’ 2.2.12)

es un vector de k procesos cadlag (ver definicion en Anexo 1), todos ceros al
tiempo cero, con trayectorias las cuales son constantes a trozos y no decrecientes,
teniendo saltos de tamafio +1 solamente y, ademas, dos componentes cualesquiera
no pueden saltar simultaneamente.

Se supone que Ni(t) es finito excepto en un conjunto de medida nula para
cada k y para todo t € 1. El proceso es llamado aufogenerado si la filtracion

asociada es aquella generada por el mismo proceso.
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Para un proceso de conteo N se puede asociar una sucesion de tiempos de
saltos y de marcas de saltos, los cuales dan el tiempo de falla y tipo de cada
evento. Debido a que dos componentes no saltan simultineamente, la suma de ellas

es también un proceso de conteo, definido por

N, = %N;, 2.2.14)
h=1

El compensador del proceso N es un vector A cuyas componentes son los
compensadores Ay de las componentes Ni de N.

Es claro que, debido a la existencia y unicidad del compensador, existe y es
tinico el proceso de intensidad integrado o acumulado A. . Por otra parte, si A existe
y €s continuo a izquierda y con limites a derecha, entonces é| es tinico.

Lima y Sen (1998) expresan las componentes del vector intensidad Ay, en el
caso bivariado, en términos de los "hazard" condicionales y de los procesos N;-
predictibles Yi(t) = I{Tx>t}, cont > 0 y k = 1, 2, notando que en este caso N
contiene informacion sobre si una o ambas fallas tuvieron lugar justo antes de t. Se

necesita entonces considerar las siguientes situaciones:

i) Ningin evento tuvo lugar antes de t, es decir, Y,(t) = Ya(t) = 1.

ii) Se presento el primer evento antes de t pero el segundo no tuvo lugar, es
decir, Y;(t) =0, Ya(t) = 1.
iii) Solamente se presentd el segundo evento antes de t, esto significa que,

Yi(t) =1, Ya(t) =0.
iv) Ambos eventos se presentaron antes de t, es decir, Yi(t) = Ya(t) = 0.
De esta manera, si se quiere escribir la primera componente de A, solo habra que

considerar el caso en que Y;(t) = 1, y asi, de acuerdo a la definicion de Ay se puede

escribir que
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Mm0)= E{’”I(’)]N } an(f]yl(f)[l L1+ 2 O O, 0) (2:2.15)

donde

pf“(:):ﬁ,_,:oi)’{r, elt, t+41) | 1y 28,7, <1}
(2.2.16)

1
P;l}(f)= lim — P{T] E[f,f‘l-Af)I T] 2 Tz = f}
At—s0 Al

Pueden ser interpretadas como las funciones "hazard" condicional dado T..

Similarmente, para la componente 2,

A ()= E{'W (‘)i"¢ } (2)(!)1’3(!)[1 Y,(f)]+p2)(r)]’l(r)}’g(r) (2.2.17)

para

Ps2(t)= lim L oty el 1401y 20,73 <1}
A0 A1

¥ (2.2.18)

(2)(:)_ lim ——Pff} E[t I+N)|Tz >1, T2t}
A0 A

Basandose en (2.2.15) y (2.2.17) se puede representar el vector de proceso

intensidad como un producto matricial

e

1 1 2
P00z =pP -y az = 5.

donde a;; =p{ , aj; =

Esta formulacion permite ver claramente el rol de los "hazard"
condicionales en el vector intensidad del proceso multivariado y como se vera mas
adelante, facilitara la interpretacion estadistica de la formulacion de los modelos

semiparamétricos tipo Cox.
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3. Mecanismos de censuras

Se comienza esta seccion con una introduccion a las censuras a derecha y
ejemplos de modelos de mecanismos de censuras a derecha. Se introduce luego el
concepto de censuras a derecha independientes, y en la Seccion 4 se discute el
concepto de censuras a derecha no informativas.

Si se considera un estudio de sobrevida con una muestra de tamafio n,
entonces se tiene una matriz de procesos de conteo que se puede expresar en
término de los vectores Ny, ... , Nn, que son n copias del proceso N(t) definido en

(2.2.12), luego la matriz de procesos de conteo estara dada por
N() = (Na(D), ... , Na(t))’ @23.1)

Ahora se vera como la forma mas comin de observaciones incompletas, las
censuras a derecha, pueden ser introducida dentro del modelo probabilistico.

El proceso de conteo multivariado dado en (2.3.1) se puede expresar
también como

N=(Nu;i=1l,....n;h=1,..Kk

Donde i representa al i-ésimo individuo y h el h-ésimo fipo de evento que
los individuos pueden experimentar. Por ejemplo, h =I,....k puede indicar las
sucesivas crisis asmaticas.

Una censura a derecha de N es la situacion donde la observacion de Nyi(.),
con h = 1,....k, finaliza después de algiin tiempo U; (posiblemente aleatorio), es
decir, Ny; es observado solamente en un conjunto aleatorio A; = {t < U;} € J o de

manera equivalente, cuando el proceso
Ct)=Ite A)=1t<Uj)=1 (23.2)

La introduccion de censuras a derecha dentro del modelo a menudo

producira una variacion aleatoria extra, es decir, el proceso de censuras

CO={Ci(H),i=1,....n},
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el cual no necesariamente es adaptado a la filtracion original (J,). Asi, se debe
trabajar con una filtracion agrandada ¢, 2 3, con la suposicion que C(.) es g, —

predictible y esto se puede conseguir tomando
#1=3vo(C(u), u<t) (23.3)

donde o(C(u), u < t) es la filtracion generada por C. De este modo el proceso de
censura depende solo del pasado y no del futuro.

Después de tener la filtracion agrandada g, para incluir cualquier variacion
aleatoria adicional de los tiempos censurados, ella puede reducirse especificando
cuales son los datos disponibles para el investigador en cualquier tiempo t después
de la censura. Asi, la parte observable de N o sea el proceso de conteo censurado a
derecha N° = (Nj,;°) esta dado por

Ny, = [oCi()dNpi (s) @.34)

y entonces (J;°) ser4 la filtracion generada por los datos observados.

Para dar algunos ejemplos de modelos para mecanismos censurados a
derecha primero consideramos el caso especial donde el proceso de conteo
multivariado N es definido a partir de » tiempos de sobrevida independientes
X, .., Xa. En este contexto las observaciones consisten tipicamente de (T;, D; , i =
1,...,n), donde T;i = X; A U; y D; = I(Ti = X;). Asi, para cada individuo esta
disponible el valor de T; y la informacion de si se trata de un tiempo de falla o un
tiempo de censura. Si D; = 1, entonces no se observa el tiempo de censura U;.

Los datos disponibles al tiempo t estan dados por el proceso
(N(u), Y(u) ; 0<u<t)
donde N°=(N;°,i=1,...,n) e Y°=(Y°,i=1,...,n). Aqui,
Ni‘t)=I(Ti<t,Di=1)

es el proceso de conteo censurado a derecha para el individuo i, y el proceso
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Yi'(t) = I(Ti> 1)

indica si el individuo i esta al riesgo de falla justo antes de t.

En muchas situaciones, con datos de sobrevida se tiene un proceso de
conteo definido por Ni(t) = I(Xi<t) y su compensador se estudia con respecto a la
filtracion generada por dicho proceso (), y donde el proceso de censura Ci(t) =
I(t < U;) es predictible con respecto a dicha filtracion, es decir, que la filtracion
original ¥ no necesita ser agrandada para incluir las censuras dentro del modelo.

En la bibliografia se considera los siguientes tipos de censuras a derecha:

» Censuras Tipo I simples
Aqui las observaciones de cada individuo cesan en un tiempo deterministico
U, comtin a todos los sujetos bajo estudio, de esta manera Ci(t) = I(t < u,) no
es aleatorio y trivialmente predictible con respecto a N,. Este esquema de
censura es mas comun en la industria donde n items idénticos se ponen a

prueba simultaneamente y son observados en un intervalo fijo [0, u,].

» Censuras Tipo Il simples

En este caso el estudio termina en el tiempo de la r-ésima falla, r <n, es
decir, Ui = X, 1= 1,...n. Luego C; = I(t < X(y) es predictible con respecto
a N, Este tipo de censura es también comun en experimentos industriales.
Se debe notar que en este ejemplo las observaciones Ti,...,T, son

dependientes.

En los siguientes mecanismos de censura, ¢, es estrictamente mas grande que 3.

» Censuras de Tipo [ progresivas

Se presenta cuando el estudio termina en una fecha predeterminada, pero
los individuos entran al mismo consecutivamente, este es el caso de muchos

ensayos clinicos en medicina.
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Cuando el interés se centra en el tiempo de vida a partir de la entrada al
estudio, el maximo tiempo de observacion para el individuo i sera el tiempo
Ui desde la entrada hasta la fecha de cierre del experimento.

Si los tiempos de sobrevida en el periodo de observacion son
independientes del tiempo de entrada (X,), y se designa con §.=~6(X,),
entonces, el proceso de censura C con componentes Ci(t) = It < Uj) es
predictible con respecto a .= @,V N

Otra manera de establecer la g, - predictibilidad de C, es diciendo que dada
#o, los tiempos de censura U; = uy,..., Uy = u, son deferministicos y asi
tenemos que las censuras Tipo I progresivas son la generalizacion de las
censuras Tipo I simples.

Aqui, todos los tiempos de censura son observables ya que se conoce si el
individuo tiene la falla o no antes de la fecha de cierre. Esto, por supuesto,
es una consecuencia de la suposicién que las censuras se producen porque

los individuos no presentan la falla hasta la finalizacion del estudio.

» Censuras aleatorias

El modelo de censuras aleatorias es una generalizacion de (a) y (c), donde U
= (Uy,...,Un) es independiente de X = (X,...,X,), pero donde U puede tener
una distribucion arbitraria.

El modelo de censuras cldsico en el cual los Uy,...,U, son independientes e
idénticamente distribuidos, es matematicamente el modelo mas manejable
para los mecanismos de censuras y es el que se supone valido en la mayoria
de las publicaciones sobre datos de sobrevida. En este caso, se supone que
. esta definida por la expresion (2.3.3). Una manera alternativa de definir
fyseria = @o Vv N, donde ¢, = o(U), pero, excepto para los modelos
de censuras Tipo I progresivas, es muy antinatural modelar los tiempos de
censuras como realizandose al tiempo 0, y también contradice la

convencion de que los datos estan disponibles en el tiempo t.
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El hecho que se considere otra filtracion puede tener la consecuencia que el
compensador de N cambie; en efecto, un problema fundamental que hay que
enfrentar en presencia de censuras a derecha es que ellas pueden alterar las
intensidades del evento de interés. Si por ejemplo, en un ensayo clinico se excluye
del estudio aquellos pacientes que presentan caracteristicas particulares de la
enfermedad, entonces los restantes que quedan al riesgo no son ya representativos
de la muestra con que se inici6 el estudio. Los mecanismos de censura a derecha
que evitan éste y similares problemas, permitiendo mantener la representatividad
de los conjuntos bajo riesgo son generalmente llamados independientes.

La formalizacién matematica para modelos de procesos de conteo generales

no es directa, sino que se realiza a través de la siguiente definicion:

Definicion: Sea N un proceso de conteo multivariado con compensador A°
respecto a una dada filtracion (3,) y medida de probabilidad Py, y, sea C el
proceso de censuras a derecha predictible con respecto a la filtracion g > 3.
Entonces, se dice que las censuras de N generadas por C son independientes si el

Pos - compensador de N con respecto a g, es también A°.

En otras palabras: el conocimiento adicional de los tiempos censurados a
derecha hasta justo antes de t no deberia alterar el proceso intensidad para N al
tiempo t. Por lo tanto, si, como en el ejemplo dado anteriormente, los pacientes que
mejoran (empeoran) notablemente son excluidos del estudio, entonces el
conocimiento a cerca de un paciente que todavia esta en el estudio (no censurado)
indicaria que tiene una intensidad de muerte mayor (menor) comparada con la
situacion sin censura. Entonces, tal esquema de censuras no sera independiente a
menos que las caracteristicas de los pacientes excluidos se introduzcan en el
modelo como covariables.

Las censuras Tipo I y II simples son obviamente independientes ya que
($0=(30.

A causa de que Np(t) = Api(t,0) + Myi(t) donde My; es una martingala con
respecto a (1), la parte observable de Ny; de acuerdo a (2.3.3) esta dada por
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Ny = I:;C:' ()dN i (s)
= [,Ci(s)dA(s,6) + [ C; (s) M 1 s) @3.5)
=A%, (,6)+ My (1)

Ya que My es la integral estocastica de un proceso predictible y acotado
Ci(.) con respecto a una martingala My;, ella es también una martingala. Entonces,
bajo censuras independientes Ny;° tiene un (Pgs - (§21)) — compensador para todo ¢

dado por

hi = fé Ci(s)dA i (s) 2.3.6)

4. Funcion de Verosimilitud

Previo a la formulacion de la funcion de verosimilitud, es necesario
introducir el concepto de producto integral y la nocion intuitiva de como se debe
considerar los procesos de conteo bajo diferentes medidas de probabilidad.

La notacion usada aqui, A, para el producto integral intenta sugerir que se
trata de una version continua del producto ordinario, I1; asi como la notacién I

generaliza la suma .. Para una definicién mas formal ver Gill y Johansen (1990).
Se puede pensar que una medida de probabilidad P sobre I3 se puede
construir a través de los siguientes pasos:
1. Especificar P sobre Jy.
2. Especificar la distribucion condicional, dada 3J,, del tiempo T,

perteneciente a (0, t], del primer salto de N.
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3. Especificar la distribucion condicional del tipo del primer salto (evento)
J1 perteneciente al conjunto {0,1, ... , k} dado 3oy T; donde J; = 0 sélo
se permite si Ty = T y significa que no hay ninglin primer salto de N.

4. Especificar la distribucion condicional de T perteneciente a (T, 1] dada

3o, T1 y 11 y asi sucesivamente.

Bajo ciertas condiciones suficientes se puede estar seguro de que no ocurran
infinitos saltos con probabilidad positiva en el intervalo considerado y asi la
construccion no tendria problemas.

Otra manera alternativa de describir la distribucion de un proceso de conteo
es pensar que la distribucion condicional de los Ty, dado el pasado, puede también
especificarse a través de sus funciones "hazard" acumuladas. Multiplicando la tasa
"hazard" al tiempo t por la probabilidad de un salto de tipo h al tiempo t, dado que
ocurrié un salto en ese tiempo, se obtiene el "hazard" especifico del tipo de evento
h; inversamente, a partir del "hazard" especifico para (Ty, Jy) dado el pasado, se
puede reconstruir el "hazard" total y los "hazard" condicionales. Estos "hazard"
condicionales son la probabilidad, dependiente del tiempo, de que un evento de
cada tipo ocurra, dado que ocurrié uno y en términos de la intensidad del proceso N
ellos representan las componentes del vector intensidad asociado al vector de
proceso de conteo N. Asi, este argumento informal sugiere que bajo las
condiciones de adaptabilidad del proceso a las filtraciones, el proceso de intensidad
acumulado de N esta determinado por las distribuciones de probabilidad
condicionales e, inversamente, a partir del proceso intensidad, se puede obtener las
distribuciones condicionales y entonces, junto con el conocimiento de P sobre Jo,
construir P sobre 3.

Ahora, en lugar de avanzar de salto en salto de N, se podria ir también de
intervalos infinitesimales a intervalos infinitesimales, con probabilidad de salto de
tipo h, dAx(t), en el intervalo [t, t + dt), dado el pasado (Jo y la trayectoria de N
hasta el tiempo t). Esto da una manera alternativa de escribir la densidad de

probabilidad o la razén de verosimilitud, que puede ser interpretada mas facilmente
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y conduce a la nocion de verosimilitud parcial de una manera natural. En efecto, si
Py, representa la distribucion conjunta de (Ty, Jp) dado I,y = Jo v o{T1, Jy, ... , Th

1, Jn-1} y A={1, ..., k}, entonces sobre el intervalo (Th_1, Th) se tiene que

Py[(t, T], A) = -Qrt (1 -d f\,(s)) @24.1)

donde . denota la suma del "hazard" acumulado sobre todos los k eventos. Por otra

parte si Py(h | t) denota la distribucion condicional de J, dado Ty, =t, entonces,
T e dA _;,(f)
Ph(h' f)_ d.A.(f) (24.2)

Las expresiones (2.4.1) y (2.4.2) son parte de las llamadas formulas de
Jacod para el proceso intensidad.

Puesto que, para cada t, Nj, es una variable dicotémica para la cual, a partir
de (2.2.5), se verifica que P[dNy(t) | 3.] = dAn(t), de una manera intuitiva, la
verosimilitud del proceso total podria escribirse como productos de experimentos
multinomiales condicionales e infinitesimales (n=1; k+1 celdas). En efecto, Jacod
(1975) expresa la razon de verosimilitudes en funcion de la siguiente expresion

para la funcion de verosimilitud,
Py =dps, 45[0,,][n a0 O - an () - (f)] 243
' h

La interpretacion heuristica de la expresion (2.4.3) conecta naturalmente a la
nocion de verosimilitud parcial dada por Cox (1975); para ver esto, se supone, por
el momento, que k=1, entonces, la densidad de la muestra X puede ser factoreada
como el producto de densidades condicionales p(x; | Xo, X1, ... , Xi.1) de cada X;
dados sus predecesores Xp, ... , X;;. Como una funcién de un parametro
desconocido 0 de la distribucion de X, esto es la verosimilitud para 6 basada en X.
Cox (1975) afirma que si se extrae algunos factores, por ejemplo todos los pares, el

resto todavia puede usarse como base para la inferencia estadistica. En particular,
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siguen siendo validas las propiedades para muestras grandes de los estimadores por
méxima verosimilitud, y también se podrian aplicar a esta “verosimilitud parcial”
los tests de razon de verosimilitud y test “score”. Lo que justifica realmente esta
afirmacion es la teoria de martingala ya que las componentes del “score” parcial
©/80)In p(¥X, | Xo, Xy, X,136), i = 1, 3. ... forman la sucesion de diferencias
martingalas de tiempo discreto y de aqui se deriva que la verosimilitud parcial
satisface la usual relacion entre las esperanzas de la primera y segunda derivadas.
Mas aln, si el nimero de componentes es grande y su influencia individual es
pequeiia, el teorema central del limite para las martingalas podria aplicarse para
obtener la normalidad asintotica del “score” parcial.

Todo lo expuesto sugiere, entonces, que de la expresion (2.4.3) se podria
extraer las contribuciones para el intervalo de tiempo dt de acuerdo al valor de un
proceso indicador predictible C, y en efecto, el resultado es llamado /a
verosimilitud parcial para el proceso de conteo filtrado [CdN, definido en la
expresion (2.3.4).

En el caso en que k > 1, para construir la verosimilitud para N° bajo censuras
independientes, se puede factorear cada verosimilitud multinomial en (2.4.3) como
el producto de una verosimilitud marginal correspondiente al evento del primer tipo
y la verosimilitud condicional del segundo dado el primero, luego se podria formar
una verosimilitud parcial de cada uno de estos factores.

Sea N el proceso de conteo basico, es decir completamente observado, luego
la (3,)-verosimilitud basada en las observaciones de N y Xo, donde la distribucion
de Xo puede depender también de 6 y de ¢, entonces la expresion (2.4.3) puede

escribirse como

244

L(6.9)=Lo(®.4) [f-’] I dn®. (YO - an®, (o) (:)}

i=1h=1

n k
donde N.=Y 3N, » A es el Py-compensador de N, con respecto a (J;). De
i=lh=1

manera abreviada (2.4.4) se puede escribir como,
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1(6,9) = Lo(6,9) L4(6)

Si Xo no depende de 8, entonces Ly(6) es la verosimilitud completa para 0 basada
en las observaciones de N; de otra manera, Ly(0) es la verosimilitud parcial.

Sea el proceso de conteo censurado a derecha,
N°=(WN%;,i=1,...,m;h=1, .. ,k),

se supone que las observaciones al tiempo t incluyen a X y (N°(u), 0 < u <t) junto
con los tiempos de censura a derecha U; < t de los individuos para los cuales no
experimentaron ningun evento. Luego, las observaciones pueden formalizarse
como la terna (Xo, N°, ®°(r)), donde ®°(f)= (A‘(u,e);eee,nsmr) es la familia de

Pos-compensadores de N° con respecto a ( 2,) = (3%).
Por los argumentos dado anteriormente la verosimilitud puede reescribirse

como
L,(6.6)=10(6.6) A, [Pas (@N()) 3¢, @45
y de aqui se sigue que

Lo 0.8)= . [Pag anN°() 5. ]o(6.9) 2. [ oy (@) N (). ]

=1;(0)L7(6.9)

(2.4.6)

donde la contribucion de Lo(0,0) a partir de Xo ha sido incluida en el segundo
factor, L;"(0,9).

En (2.4.6), el primer factor, correspondiente al segundo factor de (2.4.3) es
igual a

)y -ANS ()

1£06)=2, I dAS (10Y VRO - anc (6 @4.7)
1n
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n .k
donde NS=3 $N; y AL(0) es el Poy,(3°)-compensador de N°. De esta
i=1h=1

manera, la funcion de verosimilitud parcial tiene la misma forma que la
verosimilitud parcial 1(0) dada en (2.4.4) basada en el proceso no censurado N.
Entonces, las censuras a derecha independientes preservan la forma de la
verosimilitud parcial, lo que trae como consecuencia que, por ejemplo, el proceso

“score” ((8/20)InLS(0)) es una Py, (3:°)-martingala asi como (3/80)InL:(0) es una

Poy,(31)-martingala en el modelo sin censura.
Una importante cuestion es ahora si L%(0) es la verosimilitud completa para
0 para cada ¢ fijo basada en las observaciones de N, la respuesta a esto lo da la

siguiente definicion de censura no informativa.

Definicion 1.1 Si, para cada ¢ fijo, la verosimilitud (2.4.6) puede ser
factoreada como L 0,0)=L15(0)L($), es decir, de manera que L no
dependa de 6, entonces el mecanismo de censuras a derecha independientes

C es llamado no informativo para 0.

Esta definicion se puede interpretar como que C es no informativo para 0 si para
cada ¢ fijo, la distribucion condicional de dN(t), dada J ©,. y dN(t), no depende de
8; o en otras palabras, si para cada ¢ fijo y para cada t, la intensidad condicional de
ciertos individuos censurados al tiempo t, no depende de 6, dado el pasado hasta
antes de t y dada una posible falla al tiempo t.

Todo lo expuesto lleva a que la inferencia estadistica para muestras grandes,
de datos con censuras independientes o censuras no informativas, basada en la
verosimilitud parcial sera la misma que para datos no censurados basados en la
verosimilitud completa ya que la estructura martingala juega un rol central en la

teoria asintética de procesos de conteo.
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CAPITULO 111

MODELOS DE "HAZARD" PROPORCIONAL

1. Introduccion

Como ya se menciond en el Capitulo I, los modelos de regresion
proporcional brindan un método para explorar la asociacion de covariables con la
tasa de fallas y la distribucion de sobrevida, y para estudiar el efecto de covariables
primarias, tales como tratamiento, mientras se ajusta por otras covariables.

Estos modelos han sido marcadamente exitosos para analizar datos de
tiempos de falla por una variedad de razones. Empiricamente, ellos parecen dar una
razonable aproximacion a la asociacion entre las covariables y las variables
respuestas tiempos de falla, que surgen a menudo en estudios médicos y de
ingenieria. Con apropiadas restricciones, las covariables pueden ser deterministicas
o funciones aleatorias dependientes del tiempo, dando al modelo mayor flexibilidad
que los modelos lineales tradicionales para analizar datos de seguimiento. Los
parametros en el modelo tienen una interpretacion simple y directa y, aunque las
ecuaciones de estimacion para los parametros deben ser resueltas iterativamente,
los métodos numéricos estandar funcionan bien.

En la Seccion 1 se analiza en detalle el modelo de "hazard" proporcional, la
verosimilitud parcial propuesta por Cox como herramienta para obtener los
estimadores de los parametros del modelo y su generalizacion directa a procesos de
conteo. En la Seccion 2 se describe aquellas propuestas de generalizacion del
modelo de Cox para el caso multivariado, para las cuales se encuentra disponible el
software que permite su implementacion computacional. Por ultimo, en la Seccion
3 se discute la implementacion computacional de cada uno de los cuatro modelos
de "hazard" proporcional para datos de sobrevida multivariados, que se consideran

en este trabajo.
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2. Modelos de Regresion para Datos Censurados

Los datos disponibles en el problema de regresion con censuras a derecha son
observaciones independientes de la temma (T, D, Z), donde T=min(X, U), siendo X
es el tiempo de falla y U el tiempo de censura; D= Ijx <y, es el indicador de que el
evento que fallo ha sido observado y, Z = (Z,, ... , Z;)’ es un vector columna
p-dimensional de covariables. La importante cuestion de la inferencia es sobre la
distribucion condicional de falla, dadas las covariables.

La informacion contenida en el par (T, D) es equivalente a aquella contenida
en los procesos N e Y, ya definidos en el Capitulo I. Esto conduce a dos enfoques
de los modelos de regresion para datos censurados, uno basado en el empleo
tradicional de las distribuciones condicionales y funciones "hazard" usado por Cox
(1972); y, otro basado en el proceso estocastico N compensado por el proceso de
intensidad acumulado A y el proceso martingala M asociado a ellos. En la mayoria
de las aplicaciones los dos métodos son equivalentes.

Para presentar brevemente el enfoque tradicional y por simplicidad, se
supone que ninguna de las covariables varia con el tiempo. Sea S(t | Z) =P[T > t |
Z) la funcién de sobrevida condicional. La funcién "hazard" condicional esta

definida por

5= tim Pr(t<T<t+A1 T>1,Z)
A0 At

Sea z; y z; dos valores distintos de la covariable, si se supone que la tasa de
falla condicional asociada a ellos tiene una razon fija en el tiempo, entonces,
h(t | z1) = k(z1, z2) h(t | zz) donde k es una funcion de valores reales no negativa
dependiente solo de las covariables y no del tiempo. Si ho(t,y) denota la tasa
"hazard" condicional dada Z = 0, llamada la tasa "hazard" basal, y g(Z) = k(Z, 0),

entonces

h(t | Z) = ho(t,y)g(Z)
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Tomando g(x) = €*, asegura que g > 0 y conduce a la forma mas comin del

modelo de regresion de "hazard” proporcional,
h(t | Z) = ho(t,y)exp(b’Z) G2.1)

Ya que la funcién de sobrevida S( Z)=cxp{rf)h(u Z)du}, una forma

alternativa del modelo de "hazard" proporcional es
S(t | Z) = {So(t)}**? (.22)

Las censuras juegan aqui el mismo rol que en el caso de muestras
homogéneas y de esta manera, requieren la misma condicion de censuras

independientes.

Un modelo de "hazard" proporcional mas general se basa en los procesos de
conteo N, donde no se agrega ninguna complejidad conceptual si las covariables
dependen del tiempo.

En el enfoque de procesos de conteo para datos de tiempo censurados, se
modela la intensidad del proceso mas que la tasa de "hazard" condicional para T.
Y, se supone que el modelo esta caracterizado por una estructura multiplicativa de

los procesos de intensidad individuales, es decir,
A% () = Yi)h%(t; Zit), i=1,...,n (3.23)
De esta manera, el modelo de regresion proporcional se expresa como
A(t) = Y(t) ho(t,y)exp(b’Z(1)). (G.24)

En el caso de que Z no varie con el tiempo, la tnica informacion adicional
acumulada a través del tiempo, esta contenida en N e Y, y entonces el modelo de
"hazard" proporcional (3.2.1) y el modelo de intensidad multiplicativa (3.2.4)
coincide bajo censuras independientes. Si Z varia con el tiempo, entonces, se hace
necesario imponerle condiciones adicionales al modelo a fin de que A’(t) represente

la intensidad del proceso N. De esta manera, una suposicion fundamental es que el
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proceso Zi(t) es (3,)-predictible, significando que los valores de las covariables al
tiempo t deben ser conocidos justo antes de t; y, se supone ademéas que Zi(.) es
localmente acotado.

Una clara interpretacion del modelo generalizado, en el contexto de los
datos que se quieren analizar, llega a través de los resultados presentados en el
Capitulo II, los cuales muestran como se encuentran relacionados el compensador
A® del proceso de conteo, el proceso intensidad asociado, dado que existe, y la
funcion "hazard". En efecto, cuando J; = 6 {N(s), Y(s+), Z(st+) : 0 < s < t}, tanto el
modelo de "hazard" proporcional (3.2.1) como el modelo de intensidad

multiplicativa (3.2.4) tiene ambos la interpretacion

P{N(t+d) ~N(®) = 1| 3} = Y() ho(t,y)exp(B°Z(1)) dt, 624)

bajo las condiciones ya mencionadas.

Muchos métodos paramétricos estan disponibles para analizar la regresion de
tiempos de falla con censuras a derecha. Estos modelos especifican tanto el efecto
de las covariables como la forma de la tasa "hazard" basal dependiente del
parametro y desconocidos.

Cuando solo se quiere estimar los coeficientes de regresion, la funcion hy es
esencialmente un molesto parametro infinito dimensional; por esta razon, y debido
a su directa generalizacion al caso multivariado, el estudio se concentra en nodelos
semiparamétricos, en los cuales la forma del "hazard" basal no es especificada.

Desde un enfoque tradicional, la dimensionalidad de hy dificulta la
maximizacion conjunta de la verosimilitud con respecto a hy y b; entonces, la
verosimilitud estandar no se puede usar para estimar b cuando no se especifica la
forma del "hazard" basal, es decir, cuando se usa un modelo no paramétrico para
hy. Una manera de resolver este problema es recurrir a la descomposicion de la
verosmilitud total f{t, B) con B = (he(t), b) como el producto de una verosimilitud

marginal y una condicional, es decir

f(t:B) = f“‘[V(wlv) B)ﬁ(v, B)
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donde ¢’ = (w’, v’). Si solo uno de estos factores, verosimilitud condicional o
marginal, depende del parametro b, entonces sus componentes se pueden estimar
maximizando esta funcion. Basado en una idea similar, Cox deriva la expresién que
denominé funcion de verosimilitud parcial con respecto a b, y a partir de ella se

estima el parametro del modelo de regresion (3.2.1), que viene dado por

L) =11 ——— (3.2.5)

i1 renexptbZ; }

x { exp’Z, ) T‘

donde N = {/: T;> X;} es el conjunto de individuos bajo el riesgo de tener la falla /
al tiempo X. y §; es una variable indicador que toma el valor cero si la observacion
es una censura. La ecuacion (3.2.5) es una consecuencia directa del hecho que
J. expb' Z,}
P[mdw:duo (7) falleen X; una fallaen X; ,ER]= _—
Yienexpb’Z; }

Para la construccion de una verosimilitud parcial general para b, usando el
enfoque de procesos de conteo, se recurre a otra herramienta estadistica
frecuentemente usada, que consiste en maximizar la verosimilitud condicional,
dado un estadistico suficiente para hy. En efecto, bajo el modelo de intensidad
multiplicativa, cuando en cada individuo se pueden observar k eventos, el modelo

de intensidad proporcional se puede escribir como,

2uilt, Zi®) = Yu® huot,)exp®Zu®), i=1,..,n; h=1,...k  (3.26)

donde las covariables de tipo especifico Zpi(.), que son procesos predictibles

localmente acotados, se definen como
Zyi(t) = (Znia (1), ..., Znip) i=1,...,m; h=1, ..,k

y son calculados a partir del vector de covariables basico Zi(t) y de la historia J..

Por ofra parte, se supone que b tiene dimension p, mientras que y es infinito
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dimensional, en efecto, como se mencion6 antes, las funciones "hazard"

subyacentes son completamente inespecificadas, y funciones no negativas con

[
[hpo(u)du <0, V1, h=1,...k (3.2.7)
0

Si se supone que tenemos censuras no informativas, de acuerdo a lo discutido en el

Capitulo II Secci6n 4, la verosimilitud parcial (2.4.7) es proporcional al producto

integral
! v 1-AN_.(1)
Prec | TLdA o ()explbZ (f))‘“*"{')[l =3 dA;,n(t)Sff”(bJ)] (328)
i =1
donde
n
5= aexp(b'Z;ﬂ Ol h=1-k; (3.2.9)
'
Ahﬂ =;}Iho(ﬂ)dﬂ, h= l,u.,k.; (3.2.10)
0

y Yi(t) es el indicador de que el individuo i esta bajo el riesgo del evento tipo h en el

tiempo t-. Para Ano(t) continua la verosimilitud multinomial (3.2.8) se puede escribir

en la forma Poisson como

kT
pler [}H dAhll (!)Exp(b’zhl (’))ANM(!):' exPl:"‘ Z .{SJ'(:G) (b’”)dAirU (u):l 5 (3.2.11)
.0 h=10

Para usar la metodologia antes mencionada para determinar el estimador de
b, se debe encontrar previamente un estimador por maxima verosimilitud de Ago(t).
Karr(1987) estudio la estimacion por maxima verosimilitud de hy en un modelo de
intensidad multiplicativa usando el método de tamizado, que consiste en maximizar

la funcién de verosimilitud sobre ho en un subespacio restringido del espacio
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paramétrico de dimension infinita, de manera tal que en el espacio restringido la
derivada logaritmica se encuentre acotada por una constante M. La solucion 4,
llamada un famiz, genera una funcién de "hazard" acumulada A,,. Si cuando M
tiende a infinito, A, converge (en el sentido de convergencia débil o en
distribucion), entonces A, converge al estimador de Nelson-Aalen A . Karr mostro
que A es un estimador consistente.

La estimacion de la funcion "hazard" basal acumulada Ago(t) dado b puede
ser encontrada a partir de (3.2.8) siguiendo la solucion dada por Karr. Para valores
fijos de b la maximizacion de (3.2.8) y (3.2.11) conducen al estimador de Nelson-

Aalen dado por

= 7&\{}!(&) h=l,‘.., k, (3.2.12)

donde Ju(u) = I{Yn(u) > 0}, Yo = Yurt ... + Yin, ¥ No = Nu + ... + Nin. Insertando
(3.2.12) en (3.2.8) se obtiene la siguiente verosimilitud parcialmente maximizada

dependientes solamente de b:

Lb) 2, {H dN, (r)"Wﬂ(')(l - dN,, ({))-mv..(:)} (3212)
h
donde
bzu) "
L(b)= lfr R [%}m ( I:T.f) ] , (G.2.13)

que, sin mucha dificultad, se puede observar que para el caso en que Z no depende
de t y k= 1, es la verosimilitud parcial derivada por Cox (1972, 1975) para el caso
de datos censurados. La estimacion de b se puede basar en (3.2.13) o en su

logaritmo, es decir,
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c.(b)= logL(b)

= Z ﬁ }b Z;,,(r)dN,"() IlnS“’)( ,,)th(t)] : (3.2.14)
h=1[i=10

Luego, el valor b que maximiza C.(b) sera el estimador del vector de parametros de

la regresion. El vector de “score” estadistico U(b) [ C.(b )] j =k oip

puede escribirse, conforme a (3.2.14), como

k nTt T
Ur(b)= le l:z (I}Zm (f)th, () gEk (b”yNh (’)11 ; (3.2.15)
=1 | i=]
donde
_El Z; () exp(b'Zy,; (1)), ()
Ej,(b.1)=(Ej;(b,1), j =1, p) == h=lk | (216)

sO(p,1)

La matriz de derivadas parciales de segundo orden de C.(b), denotada con -I.(b) ,

se expresa a través de
1.(b)= E I Vi (b.1)an,, (1), (32.17)

donde

Vi(b.1)= 0 b.1) j =1+, p)
Z]zh: (!)Z;” (f) exp(b Zhl( ) Jrr( ) ( )E ( ) (3.2.18)
- e W
S,E“](b,:)
Bajo algunas condiciones de regularidad, se verifica que para n grande, - n(p ~byg)

tiene aproximadamente una distribucion multinormal con media cero y matriz de
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covarianza que puede estimarse consistentemente por (p'll,(ﬁ))_] , donde by es el

verdadero valor del parametro. A partir de este resultado, se sigue inmediatamente

que la distribucion asintotica del estadistico del test de Wald, dado por
(6-bo) 1.(6)6 - b,) para la hipétesis simple de que b = by, es x* con p grados de

libertad. La teoria de verosimilitud estandar sugiere también que, tanto el test

estadistico del test de razon de verosimilitud (parcial)
-21nQ =2(C,(6)- ¢ b))
como el estadistico del fest de “score”
Us(bo) Tx(bo)"' Ux(bo)

tienen la misma distribucion asintética que el estadistico del test de Wald, bajo las

mismas condiciones de regularidad.

3. Regresion para Datos Multivariados con Fallas Correlacionadas

El modelo de "hazard" proporcional de Cox ha sido ampliamente usado
para analizar datos de tiempos de falla univariado, a causa de su natural flexibilidad
y de que las propiedades de sus procedimientos de inferencia para muestras
grandes, han sido justificadas usando teoria de martingalas.

La generalizacion del modelo de Cox al modelo de intensidad proporcional
(3.2.6), provee de una herramienta para el estudio de problemas mas complejos, en
los cuales se puede observar un numero importante de eventos involucrados, es
decir, los sujetos pueden experimentar varias fallas, las cuales corresponden a
ocurrencias repetidas del mismo tipo de evento (Eventos Recurrentes u Ordenados)
o a la ocurrencia de eventos de naturaleza enteramente diferente (Evenfos
Diferentes o No Ordenados). Sin embargo, implicitamente, este modelo supone que
los eventos son independientes, lo cual resulta muy poco realista en muchas

situaciones, principalmente en el caso de eventos recurrentes.
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Por otra parte, las escalas que se usan para medir los tiempos de falla deben
responder a la naturaleza del problema, es decir, cuando se esta frente a una
situacion de Eventos No Ordenados (ver Fig. 4.1, Capitulo IV), es claro que los
individuos estan bajo el riesgo de cualquiera de las fallas desde el comienzo de la
observacion, las escalas de tiempo que interesan, entonces, son las denominadas
escalas de tiempos totales (T, , i=1,...,n ; b=1,...,k), los cuales se definen como el
tiempo desde el comienzo de la observacion hasta la h-ésima falla para el i-ésimo
individuo. Sin embargo, en la situacion de Eventos Recurrentes u Ordenados, el
individuo que no ha experimentado la h-ésima falla, definitivamente no esta bajo el
riesgo de la (h+1)-ésima recurrencia, y asi, el individuo que no ha experimentado la
h-ésima falla tiene que ser excluido del analisis para la (h+1)-ésima recurrencia, lo
cual viola la suposiciéon de “missing” completamente al azar, por esta razon, las
escalas de tiempo que interesan aqui son las denominadas escalas de tiempos
intereventos (ver Fig. 4.1, Capitulo IV).

Varias propuestas para modelar datos con fallas correlacionadas, usando
una extension del modelo de regresion proporcional de Cox, se pueden encontrar
en la literatura, y la diferencia entre las distintas propuestas radica principalmente
en los siguientes aspectos: el manejo de la correlacion dentro de los sujetos y la
secuencia de ocurrencia de los eventos.

Sobre la base de estas consideraciones, las propuestas se clasifican en los
llamados: modelos marginales y modelos condicionales. Los primeros proponen
modelar la distribucion marginal de cada tiempo de falla con un modelo de
"hazard" proporcional, donde no se impone ninguna estructura particular de
dependencia entre los distintos tiempos de falla en cada individuo, mientras que si
se tiene en cuenta la correlacion en la etapa de estimacion de la matriz de
covarianza de los estimadores. Los segundos, expresan el modelo de "hazard"

proporcional en funcion del "hazard" condicional, de esta manera, ellos introducen

la estructura de correlacion entre los tiempos de falla en el modelo.
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Therneau [1995] desarroll6 un programar para la aplicacion de cuatro de las
propuestas de modelos de regresion para datos de sobrevida multivariados que
aparecen en la literatura:

» modelo de Andersen y Gill (AG),

» modelo de Oakes (OK),

» modelo de Wei, Liny Weissfeld (WLW),

» modelo de Prentice y Cai (PC).

Los dos primeros corresponden a los clasificados como modelos condicionales y

los dos ultimos a los clasificados como modelos marginales.

3.1. Modelo de Andersen y Gill (AG)

La formulacién de Andersen y Gill (1982) para el modelo de “hazard”
proporcional como un proceso de conteo multivariado, ha sido de gran utilidad en
el desarrollo tedrico de la solucion del problema de la extension del modelo de
regresion proporcional de Cox. Como ya se explicité en el Capitulo II, el enfoque
de procesos de conteo conduce a que cada sujeto i sea representado como un
proceso de conteo Ni(t) que indica el nimero de eventos del tipo h que el

individuo i experimento hasta t.
En esta formulacion, la suposicion basica es que el proceso de conteo

multivariado N(t) = (N h=I,...k ; i=l,.,n , t€[0,7]) tiene un proceso de
intensidad aleatorio A(t) = (Aui(t): h=1,...,k ; i=l,...,n , te[0,7]) tal que Ay cumple

con el modelo de intensidad proporcional dado en (3.2.6), es decir,

Ani(t, Zi(t)) = Yui(t) huo(Wexp(b’Zyi(t)), i=1,...,n; h=1,...,k
donde b es un vector de p parametros, Ang es la funcion “hazard” subyacente e, Yj;
es un proceso predictible que toma valores {0,1} indicando con el valor 1 que el
individuo i esta bajo el riesgo de tener el evento h. Finalmente, Z; = (Zyi1, .. ,Znip)
es un vector columna de p procesos covariantes para el i-€simo individuo y el h-

ésimo evento. Se supone ademads, que los Zui(.) son localmente acotados y Jy(h)-
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predictibles, significando que el valor de las covariables al tiempo t deberia
conocerse antes de t, que es el caso, por ejemplo, cuando Z; es continua a

izquierda y con limite por [a derecha.
La suposicién que Nj; tiene proceso de intensidad Ay; paratodoi=1, ..., n

y paratodoh=1, ... , k, asegura que el proceso M; definido por

M i ()= Ny (1) = fohp (@)du i=1,.n;h=1,. k;te[0x] G3.LD

es una martingala local en [0,7], y como consecuencia es cuadrado integrable con

proceso de variacion predictible <My> (ver Definicion 20 del Apéndice 1) ,dado

por
M, My (O = [ohy@du  y My My, =0, i#] . (3.3.12)
Esto permite la aplicacion del teorema central del limite para las martingalas debida

a Rebolledo (1980) y con ello demostrar la normalidad asintotica de los

estimadores de b.
El segundo término de (3.3.1.1.), que no es otra cosa que el proceso de

intensidad acumulado, Aui(t), resulta ser el compensador del proceso de conteo Ny;.
La estimacion de b se puede basar en (3.2.13) o en su logaritmo, (3.2.14)
Cuando no hay covariables, el modelo AG se reduce a un simple proceso

Poisson no estacionario en el cual la funcion intensidad Ax; para el h-ésimo evento

en el i-ésimo sujeto, condicionado sobre los eventos previos que sucedieron en el

mismo sujeto antes de t, es

Ay (1) = g,'m%P[N;”-(t +8) - Ny (=13, ] =Ap(4) (3.3.13)
-0

De esta manera, el nimero total de eventos del tipo h para el individuo i sobre

cualquier intervalo (0,t) sigue entonces una distribucion Poisson con media Api(t).
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3.2. Modelo de Oakes (OK)

La propuesta de Oakes (1992) para el analisis de sobrevida multivariado usa
el concepto de “frailty” introducido por Vaupel, Manton y Stallard [1979]. El
“frailty” (W) es un factor aleatorio inobservable, el cual induce dependencia entre

los eventos multiples afectando proporcionalmente la funcién de intensidad para

cada individuo
Los efectos aleatorios W sobre los diferentes individuos se suponen

independientes e idénticamente distribuidas de acuerdo a una distribucion F con

transformada de Laplace

L(s) = E(e*) = [ e™dF(w).
Si la funcion de intensidad o “hazard” basal para un sujeto cuyo W=1 esta

dada por
A’() = lim %P[TSI+8:T>!,W = 1_], (3.3.2.1)
50
entonces, la misma funcion para un sujeto cuyo efecto aleatorio es W = w sera

Atlw) = wA’(t). (3.3.22)

Introduciendo dentro del modelo AG efectos aleatorios especificos para
cada sujeto, la funcion intensidad, condicionada sobre los valores w; , viene dada
por

Aui(t | Wi ) = Wi Aui(t) (3.3.2.3)
De esta manera, los llamados modelo “frailty”, como los descriptos por Oakes, son
modelos como los AG pero con efectos aleatorios. Condicionada sobre estos

efectos aleatorios, para cada individuo, la funcién de intensidad de riesgo para los

eventos sigue un modelo AG.
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A partir de (3.3.2.3) se puede mostrar que, todavia condicionando sobre los
wi;, el nimero total de eventos del individuo i en el intervalo (0, t) sigue una
distribucion Poisson con media D;(t) = wiAi(t).

Integrando sobre la distribucion de los efectos aleatorios y de acuerdo a

Karr (1991, pag. 274), dado el niimero de eventos Di(t) = m en (0, t), los tiempos de

ocurrencia Ty, ... , T, son independiente de W. Y de esta manera, Dj(t) lleva toda
la informacion del pasado del proceso sobre su futuro. Esto implica que la funcion

de intensidad del modelo “frailty”” observable en t, todavia condicionada sobre los

tiempos ti, ... , tm de los m eventos previos en (0, t), pero integrada sobre la

distribucion de los “frailty” inobservables W, que se expresa como

Au(t| Ty, ... ,Tm ) =E(WAa() [ Ty, ... ,Tm)
es funcién sdlo de t, lo que concuerda con lo formulado por AG.

Oakes muestra que el problema de identificabilidad en el modelo, producida
por la introduccion de efectos de heterogeneidad via los “frailty” cuando se observa
un solo evento en cada sujeto, notado por Aalen [1988], desaparece en el caso
bivariado cuando los datos estin disponibles sobre pares de individuos con el

mismo valor de W y cuando los tiempos de sobrevida T; y T son

condicionalmente independientes dado el valor de W.
Otro problema que surge en este modelo es respecto a como se especifica la

accion de los efectos fijos (Zin), condicional sobre los W o incondicionalmente, en
términos de la distribucion de los tiempos de sobrevida observables. En los
modelos lineales estandares, como por ejemplo el ANOVA mixto, ambas
especificaciones son equivalentes, pero esto no ocurre en este caso, ya que si la
accion condicional sigue un modelo de “hazard” proporcional, la accion
incondicional en general no responde a él. Hougaard [1986] mostro que este
problema puede solucionarse si y solo si los “frailty siguen una distribucion
positiva estable con una transformada de Laplace L(s) = exp(-sa ) con 0< a < 1.
Entonces, si B es la accion incondicional de una covariable entre sujetos que tiene

el mismo valor de W, la accion incondicional de la misma covariable entre sujetos
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que tienen valores distintos de W sera aff. De esta manera, el efecto de los términos

aleatorios es hacer que los coeficientes de regresion disminuyan pero el modelo se

preserva.
Oakes propone usar W con distribucion I'(1,x), donde las covariables

actian sobre las intensidades marginales a través de un modelo de “hazard”
proporcional ya que, como €l mismo demuestra, un modelo “frailty” gamma
asegura que las Ayi(t) (h=1,...,k) son proporcionales y el factor de proporcionalidad
es independiente de h. De esta manera, el modelo modificado por los efectos
aleatorios tiene validez y los programas de computacion estandares, que trabajan

con el producto de la verosimilitud parcial sobre estratos dependientes del tiempo,

pueden usarse para estimar los efectos de las covariables.
Sin embargo, Oakes propone formar una sola verosimilitud parcial que

permita la estimacion conjunta del parametro x y de los efectos de las covariables,
a partir de la siguiente expresion para la funcion de intensidad
Ani(t) = (1+hk) Yin(t) Ano(t)exp(b’Zi(t)) (33.2.4)

donde x = var(W).
La verosimilitud parcial, propuesta por Oakes, para datos de tiempos de

falla censurados, en los parametros del modelo de regresion b y el parametro k, se

expresa como

ndef  (1+(7-1) n)c.\'p(b'zf)
L(b,x) = 0% wE
(b, x) :1=-[1 ,;1'311(2.’591{&!} (+j0)x)exp(b'Z;) (3.3.2.5)

donde d(i) es el nimero observado de fallas experimentadas por el i-ésimo
individuo, y R(@i,)) = {/:3 j’(); Tiy < Tjj < Ty}, en donde Tijp. son los

tiempos de censuras de los sujetos.
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3.3. Modelo de Wei, Lin y Weissfeld (WLW)

Wie, Lin y Weissfeld (1989), proponen modelar la distribucién marginal de
cada una de las variables tiempo de falla T; (j = 1,...,k) con un modelo de
regresion proporcional de Cox, sin imponer ninguna estructura particular de
dependencia entre los tiempos de falla sobre un mismo individuo. De esta manera,
para la h-ésima falla del i-ésimo individuo, la funcién “hazard” se supone que

adopta la forma

hii(t) = hjo(t) exp{b;’Z;i(t)}, t>0 (333.0)

donde b; = ( bj , ..., byp)’ es el vector de parametros de regresion especifico para

cada falla.
Los parametros en el modelo (3.3.3.1) son estimados maximizando la

verosimilitud parcial especifica de la falla dada por

[ ep(bizya) |
Lib)= o (3332)
: H[Z.fewj(?}, yexp(b'Z; (7))

i=1

donde N; (t) = {I: T > t} es el conjunto de individuos bajo el riesgo de presentar la
falla j justo antes de t, y &;; es una variable indicador que toma el valor cero si la
observacion es una censura.

Para simplificar la notacion, se supone que p = 1, es decir, se tiene una
covariable para cada falla. Bajo la suposicion de independencia de los tiempos de

falla, las ecuaciones basadas en los “score” de la verosimilitud parcial para el

vector de parametros b = (by, ... , bi)’, de acuerdo a lo discutido en la Seccion 1 de

este capitulo, puede escribirse como,

o

]

f Z; ()M j;(du) =0 (3333)
0

=
g

~
ﬂ.
-
_EL

donde
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Ty
M) =N;(0- | exp(b iZ5 (::))in , ()du (3.334)
0

siendo
-1
x'o;(”)z[ 2 exp(bjz.lj(“))J
1R (1)

el estimador propuesto por Breslow (1974) para el "hazard" basal correspondiente a

la falla j y con R; definido como antes.
Los autores muestran que, a pesar del supuesto de independencia para los

Tji, para n grande, el vector de los estimadores (Bla""ﬁk) es consistente y
aproximadamente normal con media (by,...,bx) y matriz de covarianza Q. Por otra
parte, proponen un estimador consistente para Q al cual intentan adaptarlo a la

estructura de dependencia de los Tj; en un dado individuo, y con esto proveen la

base para la inferencia simultanea sobre los b;.
Mediante un estudio de Monte Carlo y en la situacion de eventos

recurrentes, los autores verifican la precision de la aproximacién normal y afirman
que este método provee una interesante herramienta de anélisis. Por otra parte,
también muestran que los modelos que suponen estructuras de dependencia entre

los eventos son mas sensibles al apartamiento del supuesto de proporcionalidad de

los "hazard" .

3.4. Modelo de Prentice y Cai (PC)

Prentice y Cai (1992) consideran, en primer lugar, diferentes modelos

especializados para el proceso de intensidad basal, correspondiente al i-ésimo

individuo en la k-ésima falla en ausencia de covariables, a saber:

» o(t) especifica un proceso Poisson no homogéneo

> Aog(t) especifica un proceso Markov, donde q es una funcion del tipo de

evento y del tiempo, es decir, q = q(j,t).
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» Ao(t —tq.1) especifica un proceso de renovacion ordinaria.

»  Aog(t —tq.1) especifica un proceso semi Marcov.

Luego, los modelos de regresion correspondientes a un proceso Markov y a

un proceso semi Marcov pueden escribirse respectivamente como

t=>0 (3.34.1)

Agi(t | Zsi) = Aqo(t) exp{b;’Z;(t)},

t=0 (3.34.2)

Agit | Zji) = Aqolt — tq1) exp{b;’Z;(1)},

El primero, enfatiza el tiempo total de seguimiento, mientras que el segundo

incorpora el tiempo inter-evento.
Prentice y Cai proponen modelar la distribucién marginal de los tiempos de

falla Tj ( =1, ... , k; i =1, ..., n), a través de los modelos dados en (3.3.4.1) o
(3.3.4.2) segun corresponda.

A fin de obtener un estimador mas eficiente que los propuestos por Wei,
Lin y Weissfeld, bajo suposicion de independencia entre los tiempos de falla,
Prentice y Cai modifican las ecuaciones de “score” de la verosimilitud parcial dada
en (3.3.3.3), ponderando la contribucion de un dado individuo por un factor
relacionado con la dependencia entre sus tiempos de falla, y entonces, en lugar
estimar los parametros del modelo a través de la expresion (3.3.3.3), ellos proponen

usar la siguiente ecuacion de estimacion

< 3 _I . B
Z;(u)$2'M(du) =0 (3343)

M=
(=L — |

J=1

donde T" es el maximo tiempo de seguimiento en la muestra, Zuw) =, --- , Zn),
N’[} (n) = (A?Ij, (.!.f),---,,f’l/}"‘]-11 (n)) y Qj es un estimador de la matriz de correlacion de

los M;. En efecto, bajo la suposicion de que k = 2, es decir que, en cada individuo

s6lo se puede observar dos tipos de fallas, los autores muestran que si

C(t1, t2) = E[My(t1), M2(t2)] (3.3.44)

representa la funcion de covarianza entre las martingalas, entonces se verifica que
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S(t.1,)=8,(1,)S, (r»[ni’j{a (, )S;(u;)}"‘C(dul,duz)} (.345)

donde S(t;, t;) es la funcion de sobrevida bivariada, y entonces, a través de la
expresion (3.3.4.5) se puede ver que C(t;, t;) caracteriza completamente la
naturaleza de la dependencia entre T; y T, dadas las marginales.

Por otra parte, se verifica que

Cliot)= M)A (6)5005) + A 6) [ - A ) )
Mg ()= A G )S(@sy 1) (3.346)
¥ EE[I - A:(”l)][l = A;(::,)]S(du, :d“z)

Para estimar S(t;, t2) y C(t,, t2), Prentice y Cai proponen usar estimadores de
Kaplan-Meir para Sj(t;), j = 1,2, y el estimador de Nelson-Aalen para la A(tj) y
muestran que, de esta manera, se obtienen estimadores consistentes y
aproximadamente insesgados bajo un modelo de censuras aleatorias, cuando la

probabilidad de que una observacion sea censurada no supera el valor 0.25.

4, Implementaciéon Computacional

Therneau (1995) publica las bases tedricas y ventajas del software que
desarroll6 para la implementaciéon computacional, en S-Plus y mas recientemente
en SAS, de los modelos de regresion proporcional de Cox con un enfoque de
procesos de conteo. Entre las ventajas computacionales de este procedimiento se

enumeran las siguientes:

» La facilidad para compilar la rutina.
> El proceso de conteo puede manejarse de manera mas eficiente y por lo

tanto es mas facil de usar.
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» Permite una facil extension del modelo de Cox a datos de sobrevida
multivariados, tanto con modelos condicionales como marginales.

» Proporciona gran flexibilidad en la formacion de estratos y conjuntos de
riesgo y en la manipulacion de las escalas de tiempo.

» Provee de un estimador de la varianza bien desarrollado.

Sin embargo, la implementacion computacional, de cada tipo de modelo de
regresion para datos de sobrevida multivariados, requiere la toma de decisiones
respecto a los siguientes aspectos:

» La inclusion o no de un término de interaccion entre las covariables y la

variable que Therneau denomina “Strata”, que, en este caso corresponde
a las diferentes fallas del individuo.

> La eleccion de las escalas de tiempo (tiempos totales o tiempos inter-

eventos).

» La organizacion de los datos.

Respecto a este ultimo punto, cualquiera sea el modelo de regresion
multivariado elegido, la matriz de datos se organiza de manera tal que cada
individuo es representado como un conjunto de filas (“Cluster”), cada una de las
cuales representa una falla de ese individuo.

Para los modelos condicionales (AG o OK), y bajo el supuesto de que el
proceso subyacente es de incrementos independientes, es decir, un proceso sin
memoria, las filas correspondientes a cada individuo (fallas) contienen datos sobre
el periodo de tiempo que el individuo se encuentra bajo el riesgo de la falla
correspondiente, es decir, la informacion sobre el tiempo de falla o censura. Estos
datos se organizan en dos columnas que registran el comienzo (“start”) y el final
(“stop”) del periodo de exposicion al riesgo de la falla asociada a la fila
considerada. Por ejemplo, los intervalos de tiempo correspondientes a las (j + 1)

fallas de un individuo serian;
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fila “start” “stop”

Ira. fila (comienzo de la observacion, primer evento)

2da. fila (primer evento, segundo evento]
ultima fila (j-ésimo evento, final del seguimiento]

De esta manera, un sujeto con 0 eventos estaria representado por una sola fila, otro
sujeto con un evento podria estar representado por una o dos filas dependiendo de
la realizacion de seguimiento adicional o no después del primer evento. Si se piensa
que el proceso subyacente es de renovacion, la manera adecuada de organizar los
datos seria en intervalos como: (0, t;], (0, t2 = t1], ....

Para los modelos marginales, cada evento o tipo de evento es modelado
como un estrato separado, y dentro de cada estrato se usan los datos marginales, es
decir, aquellos que resultan de ignorar toda informacioén excepto la producida para
ese tipo de evento, Para lograrlo, cada individuo debe aparecer en todos los estratos
y todos los intervalos de tiempo deben comenzar en cero, de esta manera, se
necesita solo una columna de tiempos de falla, y entonces, se debe introducir en el
modelo la informacién adicional sobre cual evento o tipo de evento esta bajo
consideracion (“Strata”). Computacionalmente, esto equivale a considerar los
términos de interaccion entre la variable “strata” y las covariables bajo estudio. El
vector de coeficientes combinado, es la concatenacion de los coeficientes que se
obtienen a partir de los ajustes para cada estrato y esto es equivalente a tener
coeficientes individuales ajustando cada tipo de falla (estrato) como un conjunto de
datos separado. Therneau afirma que usar un ajuste global mas que un ajuste por

separado para cada evento tiene algunas ventajas practicas, a saber:

» Son mas ficiles de compilar, sobre todo cuando el nimero de eventos
por sujeto es grande.
» Permite considerar otros modelos, y en particular, no se necesita incluir

todos los términos de interaccion entre las covariables y los estratos.
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La diferencia entre los modelos condicionales (AG y OK) radica en la
asignacion o no de cada evento o tipo de evento a diferentes estratos (Tabla 3.4.1),
puesto que, Therneau introduce computacionalmente el efecto aleatorio en el
modelo AG por consideracion de términos de interaccion entre las covariables y el
tipo de falla (“strata™).

Therneau propone el uso del modelo (3.3.4.2) para PC, de esta manera, la
diferencia entre los modelos marginales (WLW y PC), se establece a través de la
indicacion de usar el estimador corregido y la consideracion del tiempo de falla, de

la siguiente manera:

Modelos Tiempo (“Stop”) de la j-ésima falla
WLW T;
PC T- Ty

En la Tabla 3.4.1 se presenta un ejemplo de como deben ordenarse los
datos para cada uno de los cuatro modelos, en el caso en que k = 2, es decir cuando

los individuos pueden tener a lo sumo dos eventos o tipos de eventos.

Tabla 3.4.1: Ordenamiento de los tiempos de falla para la aplicacion de los diferentes modelos de
_regresion.

Modelos Intervalo Estrato
Andersen - Gill 0, t] 1
(AG) (t1, t7] 1
""""""" Oskes  ©,u 1
(OK) L I i 2 _________________
""" WeiLinWeissfeld (0, 1
iy L R LS
""""" Prentice—Cai (0.t

1
(PC) ©,t—ta] 2
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Si se designa con T al extremo izquierdo del intervalo (“Start”), con T; el
extremo derecho (“Stop”), como ID a la columna que indica el individuo
(“Cluster”), como Z a la inica covariable bajo estudio, con CEN la columna que
registra si es una falla o una censura (“Status”) y con E la columna que registra el
tipo de evento (“Strata”), entonces las sentencias que requiere el S-Plus para la

aplicacion de modelos condicionales vienen dadas por:

i >  WLW <- coxph(Surv(X;, CEN) ~ Z * strata(E) + cluster(ID), data = nombre archivo de datos)

i » PC <-coxph(Surv(Xs, CEN) ~ Z * strata(E) + cluster(ID), data = nombre archivo de datos)

donde X, es el tiempo de falla total de los eventos y X5 es el tiempo de falla inter-
evento.

La comparacion de la precision de los estimadores de cada modelo, en la
situacion de eventos recurrentes y de eventos diferentes, mediante simulaciones, se
lleva a cabo usando el paquete de programa S-Plus, con las recomendaciones

proporcionadas por Therneau para la aplicacion de cada modelo.
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CAPITULO IV

CORRELACION ENTRE LOS TIEMPOS DE FALLA

1. Introduccion

Como se puntualiz6 en el Capitulo III, uno de los problemas mas
importantes que surgen en la extension del modelo de Cox a datos de sobrevida
multivariados, es el manejo de la correlacion entre los tiempos de falla dentro de los
sujetos. Por este motivo, la diferencia entre las distintas propuestas de extension del
modelo de "hazard" proporcional al caso multivariado, radica principalmente en
coémo se tiene en cuenta dicha correlacion.

En la mayoria de los problemas practicos es muy dificil suponer que los
tiempos de falla dentro de un mismo individuo sean independientes, en especial si
se trata de recurrencias del mismo evento. Si bien todas las propuestas intentan el
manejo de esta correlacion, dentro del mismo modelo o a través de la estimacion de
la matriz de covarianza de los estimadores de los parametros, como lo puntualiza
Oakes (1998); no hay un estudio sobre la eficiencia de los diferentes modelos
cuando aumenta el grado de correlacion entre los tiempos de falla.

En este capitulo se estudia como afecta el grado de correlacion entre los
tiempos de falla, a la precision de los estimadores de los parametros de los
diferentes modelos de regresion tipo Cox.

En la Seccion 2, se detallan las condiciones bajo las cuales se lleva a cabo el
estudio de Monte Carlo y se presentan los valores estimados del Sesgo Relativo,
Error Estandar y Error Cuadratico Medio de los estimadores del parametro de los
diferentes modelos de "hazard" proporcional considerados. En la Seccion 3 se hace
un analisis de los resultados encontrados en la Seccion 2, usando la analogia con los

estudios de confiabilidad de sistemas en serie y paralelo en el drea de ingenieria. En
la Seccion 4 se encuentran cotas para el sesgo, y se analiza el grado de dependencia

que ellas presentan con el parametro de correlacion de la distribucion subyacente de
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los datos. Por altimo, en la Seccion 5, se presentan las conclusiones de los
resultados alcanzados y se propone las estrategias a seguir para la eleccion del

modelo en situaciones practicas.

2. Estudio de Monte Carlo

Como se vera en el capitulo siguiente, la familia de distribuciones
bivariadas propuesta por Sarkar (1987), es la que tiene un comportamiento mas
estable en todos los modelos, cuando se estudia el problema de la memoria del
proceso de conteo. De esta manera, a fin de que el sesgo producido por la falta de
correlacion entre los tiempos de falla se pueda visualizar con mayor claridad, sin la
contaminacion del sesgo por memoria de la distribucion, las muestras en las
diferentes situaciones se obtienen a partir de la distribucion Sarkar, cuya definicion
y propiedades se presentan en el Capitulo V.

Para llevar a cabo el estudio, se simulan datos como proveniente de la
aplicacion de dos tratamientos hipotéticos, reflejados en la covariable Z, definida
mas adelante. Se considera el problema de dos fallas, es decir k=2. Se simulan 100

muestras de tamafio n = 500, para cada una de las siguientes situaciones:

I) eventos recurrentes en los cuales los tiempos de falla intereventos tienen
conjuntamente la distribucion Sarkar, asi, los tiempos totales T, y T se obtiene
como T; =X; y T=X;+ X;, (Ver Fig. 4.2.1).

I) eventos diferentes donde los tiempos de falla totales se distribuyen
conjuntamente como una distribucion Sarkar, lo cual corresponden a T; = X
y T,=X,, (Verfig. 42.1).

Los datos con distribucion Sarkar son generados por el algoritmo que se
presenta en la Seccion 4 del Capitulo V.
El parametro by (k=1, 2) del modelo es en todos los casos igual a -2 y para

cada tipo de evento se consideran distintos grados de correlacion entre los tiempos
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de falla. Los valores de los parametros de la distribucion y su correspondiente

correlacion entre los tiempos de falla se muestran en la Tabla 4.2.1.

l RECURRENTES |l I DIFERENTES I
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Fig. 4.2.1.: Esquema de los diferentes tipos de eventos
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Tabla 4.2.1: Valores de los pardmetros para cada grado de correlacién y para cada valor de Z

Escenarios | Correlacion (Y,Y2) Parimetros si Z=0 Parametros si Z=1

0, =0,=0.05 8; =0, =0.05exp(2)
(@) p=0.00

B[z =0.00 B]z =0.00

9] o 92 = 0.04 Bl = 92 = 0.048@(2)
(i) p=0.13

913 =0.01 912 =~ 0013)(13(2)

01 = 92 =0.04 91 = ez= 00453([)(2)
(iii ) p=034

B;z =0.03 912 = 0033@(2)

0, = 0,=0.04 6, = 6,=0.04exp(2)
@iv) p=060

0,,=0.08 6:12=0.08exp(2)

9] = 92 =0.04 B] = 92 = 00483(})(2)
W) p=095

812 - 0‘40 sz £ 0403!{)(2)

Note que el primer escenario (i) corresponde al caso de independencia entre
los tiempos intereventos (situacion de eventos recurrentes) o entre los tiempos
totales (situacion de eventos diferentes). En el segundo escenario (ii) se considera
que  0;=0,=0.04 y de esta manera en el primer y segundo escenario, Y; e Y3
tienen las mismas distribuciones marginales. Por ultimo, en los escenarios (ii1), (iv)
y (v) se consideran los mismos parametros 6; = 0.04 y diferentes parametros de

dependencia 0;2.

En todas los casos, se usan dos modelos para censuras a derecha:

(a) Tipo I Simple, donde las observaciones de cada individuo cesan después

de un tiempo to comun preestablecido.

(b) Censuras Aleatorias Uniformes, en la cual el proceso de censura Ci(t) =
I(t < Uj) es aquel donde los U; son independientes e idénticamente

distribuidos, con distribucion uniforme.




s Wy e A e T

Andlisis de Sobrevida Multivariado: Una Comparaciin de Modelos Alternativos 63

En todos los casos se considera que aproximadamente el 25% de
observaciones son censuradas. En la situacion de eventos ordenados, si un individuo
tiene la primera recurrencia censurada, entonces tiene también censurada la segunda
recurrencia.

A cada conjunto de datos simulados se aplica los cuatro modelos de
regresion usando el software desarrollado por Therneau (1995) para S-Plus. En cada
modelo se requiere un ordenamiento especial de los datos que se presentan en la
Tabla 3.4.1 del Capitulo IIL.

Para cada situacion, cada escenario y cada tipo de modelo de regresion se
estima el Error Cuadratico Medio (ECM), el Error Estandar (SE) y, por tltimo, el

Sesgo Relativo (SR) del estimador 4 del parametro del modelo por la expresion

(E;(E)—b)*loo

@21
SR =
b

Los valores del ECM obtenidos a partir de las simulaciones para cada
situacion se muestran en la Tabla 4.2.2 y Tabla 4.2.3, y se representan graficamente
en las figuras 4.2.2 a 4.2.5; los correspondientes valores del SR se presentan en las
Tablas 4.2.4 y 4.2.5, y en las figuras 4.2.6 2 4.2.9 . El SE se muestra sélo en el caso
de censuras Tipo I, en la Tabla 4.2.6, y Figuras 4.2.10 y 4.2.11, ya que sus valores
no se modifican sustancialmente por el tipo de censura. Se calcula ademas, para

cada valor de correlacion py, la tasa de cambio del ECM definida como

TCrem = ECM(pxk) — ECM(0),

donde ECM(0) es el valor del ECM cuando los tiempos de falla son independientes.
De manera similar de calcula la tasa de cambio para el SR. Los valores de las tasas
de cambio se muestran en las Tablas 4.2.7a 4.2.8 y Figuras 4.2.12 a 4.2.15.

A partir de estos resultados, se puede observar que la correlacion entre los
tiempos de falla afecta la precision del estimador del parametro del modelo en
forma diferente, seglin se trate de eventos diferentes o de eventos recurrentes, como

era de esperar. El modelo WLW en el caso de eventos recurrentes y los modelos



"R R RR AR R XA A AN A B A AL A A A dhdhdh i

Andilisis de Sobrevida Multivariado: Una Comparacion de Modelos Alternativos 64

AG, OK y PC para el caso de eventos diferentes, muestran un comportamiento
atipico, ya que su ECM disminuye a medida que aumenta el grado de correlacion
entre los tiempos de falla. Este comportamiento, como se vera en la Seccion 4
resulta en algunos casos de un problema del modelo y en otros de su
implementacién computacional. El SE muestra también un comportamiento
diferente segiin el tipo de situacion, pero en todos los casos sus valores son
pequedios y de esta manera, no tienen demasiada influencia en la variacion de ECM

con el grado de correlacion entre los tiempos de falla.
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3. Aniilisis del Comportamiento del Sesgo Relativo

Como se puntualiza en los capitulos previos, para el modelo WLW, la
verosimilitud parcial conjunta es el producto de las verosimilitudes parciales de los
tiempos lotales marginales para cada evento. En el caso del modelo PC, la
verosimilitud parcial conjunta es el producto de las verosimilitudes parciales de los
tiempos inter-eventos marginales. Siendo asi, estos modelos, implicitamente
suponen que los tiempos de falla, totales e intereventos, son independientes. De esta
manera, si la correlacion entre los tiempos de falla crece, se deberia esperar una
pérdida de eficiencia estadistica (precision en la estimacion), principalmente cuando
los eventos son ordenados. Sin embargo, a causa de que el modelo WLW presenta
un sesgo positivo cuando 832 = 0 y que el SR decrece cuando p(Y, Y2) crece, se
produce una ganancia en la eficiencia estadistica del modelo a medida que aumenta
la correlacion entre los tiempos de falla.

Por otra parte, por la definicion de SR segin la expresion (4.2.1), un valor
positivo del SR indica una sobrestimaciéon del efecto de tratamiento, y una
consecuente sobrestimacion de la probabilidad de sobrevida de los individuos bajo
tratamiento. De la misma manera, un SR negativo indica una subestimacion de la
probabilidad de sobrevida de los individuos a los cuales se aplico el tratamiento. De
aqui la importancia de estudiar no sélo el valor absoluto del sesgo sino también su
signo.

Respecto a la aplicacion de los modelos mencionados en estudios de
confiabilidad del area de ingenieria, donde la ésta se examina sobre sistemas en
serie 0 en paralelo, se puede establecer una analogia con la situacion de eventos
ordenados y no ordenados. En el caso de eventos ordenados, el segundo evento no
puede ocurrir hasta que el primero haya sido observado. De esta manera, el
tratamiento sera efectivo, al menos hasta el tiempo t, cuando el tiempo de la primera
y segunda falla sean ambos mayores a t. Por lo tanto, se podria considerar la
situacion de eventos ordenados como un sistema en serie, como lo puntualiza
Turnbull (1997). Por ofra parte, en la situacion de eventos no ordenados o

diferentes, el tratamiento es efectivo, al menos hasta el tiempo t, cuando cualquier
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falla no ocurre hasta t, de este modo, esta situacion se puede considerar como un

sistema en paralelo.

Puesto que en nuestro caso, los tiempos de falla intereventos (Xi, Xz) para el
caso de eventos recurrentes tiene distribucién Sarkar Bivariada S(6,, 82, 012) con
0:=02=0.y 612> 0, considerando la expresion de la funcién de sobrevida conjunta
de la distribucion Sarkar dada en (5.2.2.1) cuando 02 > 0, la confiabilidad de los

sistemas en serie esta dada por
CP(t)=S(t, t) =P[Xi2t, X2 >t |0, 012] = exp[-26. - O12)t], 3.1

donde CP(t) es la confiabilidad bajo una estructura dependiente de (X, X).
Las marginales de una distribucion Sarkar son exponenciales con parametro
Ot B12; por lo tanto si 6;,=0, la confiabilidad de un sistema en serie con tiempos

de vida inter-eventos independientes estara dada por

C'(t) = Si(t) Sa(t) =P[X1 2t , X2 2 | O, 012] = exp[-26 -2012)t]. 432)

Entonces, la razon

c?()

——= =explO)y ! 433)

es mayor que 1, para todo t> 0.

A partir de la expresion (4.3.3) se observa que tratar el problema como si
los tiempos intereventos fueran independientes produce una subestimacion de la
funcion de sobrevida, y el grado de ésta aumenta con el valor del parametro de
correlacion de la distribucion 6),. Es decir, el valor del sesgo del estimador del
modelo decrece cuando aumenta la correlacion entre X; y X;. Esto explica el

comportamiento del SR en la situacion de eventos recurrentes, que se muestra en las
figuras (4.2.6) y (4.2.8).
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Respecto a la confiabilidad de los sistemas en paralelo, cuando la
distribucion conjunta de los tiempos de falla es Sarkar y el parametro de correlacion

de dicha distribucion es 0,2 > 0, esta dada por
CP(t)=1-P[Yi$t, Ya<t |0 012] = exp[-(OcHOi)t][2 - exp(-Ot)] . (4.3.4)

Sin embargo, si se trata el problema como si X; y X; fueran independientes,

entonces la confiabilidad seria

C‘(t) =1 - Fy(t) Fa(t) = exp[-(O:H012)t]{2 - exp [-(O:H012)D)]}. 4.3.5)

de donde el cociente

c? (t) o _2-e‘xp(—9_c__{)

it ML - 4.3.6)
() " 2-expl-(6. +612) 1] e

el cual es menor que 1, para todo t > 0.

De esta ultima expresion, se infiere que en el caso de eventos diferentes, la
consideracion de independencia entre X; y Xi, cuando 0y > 0, produce una
sobrestimacion de la confiabilidad del sistema, que aumenta con el valor del
parametro de correlacion 0y2. Ahora bien, una sobrestimacion creciente de la
sobrevida a cualquiera de las fallas tiene como consecuencia un crecimiento del
sesgo cuando aumenta el valor de 042 En el caso de los modelos AG, OK y PC,
para los cuales ¢l SR es negativo si 0y -~ 0, su crecimiento produce estimadores
menos sesgados cuando aumenta la correlacion de los tiempos de falla. Esto
explicaria el comportamiento del SR en el caso de eventos diterentes, v del FCM,
sobre todo en los modelos condicionales. Sin embargo, si el tiempo de sobrevida de
los sistemas es muy grande la correlacion no afecta de manera importante la

estimacion de la sobrevida en esta situacion
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4, Cotas para el Sesgo Relativo

Para evaluar el sesgo de los estimadores del parametro de los modelos de
regresion, se debe tener en cuenta que ellos son un promedio de los estimadores

correspondientes a cada evento, o sea que

5o b +by b+ky+b+ky

= =b+
2 2

ky+ky 4.1)
2

donde k; (i=1, 2) es el sesgo del estimador del parametro cuando se considera la

i-ésima falla. Por lo tanto, se debe calcular por separado el sesgo introducido

cuando se estima el parametro para cada evento y luego, el sesgo total sera el

promedio de los sesgos para cada falla.

Por otra parte, tanto en la situacion de eventos recurrentes como en la de
eventos diferentes, se debe considerar por separado los modelos condicionales de
los modelos marginales. Esto debido a que, como se puntualizo en capitulos
previos, los modelos de "hazard" proporcional de tipo condicional se expresan en
funcion de las componentes del vector intensidad A(t), mientras que los modelos
marginales se expresan en funcion de los "hazard" correspondientes a las
distribuciones marginales de los tiempos de falla (totales o intereventos).

Teniendo en cuenta lo referido, para cada evento y cuando Z=1, se

considera el cociente

e_

_(
¢ hO)

i=12, 442

‘*--’i‘-_/

donde O es el vector de parametros de la distribucion; b es el verdadero valor del
parametro; bi" es el estimador del parametro del modelo, cuando no se considera la
correlacion entre los tiempos de falla dentro del modelo; y por Gltimo, h y h;" son

los "hazard" asociados a los respectivos modelos. Cabe destacar que b representa el
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valor del parametro solamente si se introducen sesgos por correlacion, en caso
contrario se debe reemplazar b por 4 , que corresponde al estimador del pardmetro.
Entonces, a partir de la expresion (4.4.2) se obtiene

E(bf )— b=E{ln ["" (9)] y =12, (443)

Q)

que es la expresion del sesgo del estimador en el caso que b sea el verdadero valor

del parametro, o bien
i * a = .{’;@ | = F
r(b_ / )- ()= E[mh ( G)H’ i=12, @.4.4)

en el caso que se introduzcan otros tipos de sesgos en el modelo.

4.1.  Sesgos en la Situacion de Eventos Recurrentes

Modelos condicionales

Como ya se menciond, los modelos de "hazard" proporcional de tipo
condicional se expresan en funcion de las componentes del vector intensidad A(t).
Entonces, si se considera, por ejemplo, el vector intensidad A,(t) correspondiente al

primer evento, se debe tener en cuenta que es igual a la suma de dos términos,
M) =pOYIO-Y2(0)] + p O Y1) Ya(t)

el primero de los cuales esta asociado al "hazard" condicional si T, <ty el segundo
asociado al "hazard" condicional cuando Tz > t. Por lo tanto, la correlacion entre los
tiempos de falla se toma en cuenta dentro de los modelos condicionales, por esto se
espera que en ellos no se introduzcan sesgos por correlacion. Sin embargo, en el
estudio de Monte Carlo el sesgo aumenta con el grado de correlacion, pero como se

vera en detalle en el proximo capitulo, el sesgo observado se introduce por causa de
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la memoria conjunta de la distribucion Sarkar. En efecto, usando la expresion
(5.5.1.5) y tomando como referencia valores de los parametros de la distribucion
Block-Basu, que producen similares grados de correlacion a los usados en el estudio

por simulacion, se obtiene el siguiente cuadro comparativo

Tabla 4.4.1: Comparacion de la cota del SR con los valores estimados en el estudio de Monte Carlo
en modelos condicionales en la situacién de eventos ordenados o recurrentes

Cota para el SR por | SR estimado por
Parametros de la i de dacitn dd
: memoria de la simulacion de
Corvelation S 8ok in Bl Basn i
distribucién modelo AG
Bl — 91 =0.015
p=0.13 <-6% 7%
912 =(.035
91 = 91 =0.015
p=034 <-11% -12%
9]1 =0.04
B] = B; = 0‘015
p=0.60 <-16% -16%
811= 0.06

Las diferencias observadas entre las cotas y los valores estimados del sesgo en el
modelo OK (ver Tabla 4.2.4), se deben a que este modelo se ve afectado en mayor

grado por la memoria del proceso como se discute en detalle en el capitulo

siguiente.

Modelos Marginales

El hecho que la verosimilitud parcial conjunta de los modelos marginales se
exprese como el producto de las verosimilitudes parciales de los tiempos de falla
marginales, implicitamente supone independencia entre los tiempos de falla;
tiempos de falla totales en el modelo WLW vy tiempos de falla intereventos en el
modelo PC. Osea que, a diferencia de los modelos condicionales, en los modelos
marginales no se modela cada una de las componentes del vector intensidad A(t),

sino los "hazard" correspondientes a las distribuciones marginales de los tiempos
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de falla (totales o intereventos). Por esta razon, la funcion h'(0) de la ecuacion
(4.4.2) representa en este caso el "hazard" marginal, mientras que h(0) es el
comrespondiente "hazard" condicional.

Por el mismo argumento empleado para obtener la expresion (4.4.1), el
sesgo que se introduce al estimar el parametro b del modelo, solo para el primer
evento, serd el promedio de los sesgos introducidos en la estimacion de b cuando
h(0) sea el "hazard" condicional dado T, <ty T2 > t. Entonces, el sesgo para los

modelos marginales de cada uno de los eventos se puede expresar como

0% o
. P P :
Eﬁb,)—b = %E{ln[#}h{ Pzij) ﬂ i=12, (“4.11)

donde p@* (i, j=1,2) es el "hazard" marginal de los tiempos de falla, y pim (4, =1,2)

es el correspondiente "hazard" condicional.

Debido a la diferencia que existe entre los modelos WLW y PC, respecto a
como se consideran los tiempos de falla de la segunda recurrencia (X;+X; para

WLW y X; para PC), a fin de obtener una cota para el sesgo se debe tener en cuenta

dos tipos:

(a).El sesgo que se genera por considerar que los individuos que no han
experimentado la primera falla estan bajo el riesgo de sufrir la segunda falla;
que es equivalente a considerar como tiempo de falla para la segunda

recurrencia, en el modelo WLW, al tiempo total, es decir, T, = X + Xs.

(b).El sesgo que se genera si los tiempos de falla son correlacionados.

Por esta razon, para evaluar el sesgo por correlacion cuando se considera la
segunda recurrencia, en el modelo WLW, se usa la expresion (4.4.4), debido a que,

el estimador del parametro en el denominador se ve afectado por el sesgo de tipo

(a).
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Evaluacion del sesgo tipo (a)

Considerar que el tiempo de falla del segundo evento en el modelo WLW es
T, =X + X;, equivale a pensar que los datos provienen de la distribucion conjunta
de las variables (X;, T2) y no de las variables originales (X, X2).

Por razones de simplicidad y para explicar el comportamiento atipico del
modelo WLW en la situacion de eventos recurrentes cuando los tiempos de falla
son independientes, para evaluar el sesgo tipo (a) se parte de la consideracion que
X1 y X, son independientes e idénticamente distribuidas en forma exponencial con
parametro 0.. Entonces T;=X;+X; se distribuye como una Gamma, I" (2, 6;), por

lo tanto

Plx, 21]=e7%!

Plry 21)=e7%' (0,1 +1),

de la ultima igualdad se sigue que la funcion de densidad de T esta dada por

fr, =02 17,

y por lo tanto las funciones "hazard" asociadas vienen dada por

700+
h-\'z =0,.

Luego, reemplazando estas expresiones en (4.4.2) se obtiene
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de donde se sigue que

b-b=1n(0,1)-1n(0, 1 +1). (4.4.12)

Pero, por ser In(x) una funcion concava se verifica que
ln[%{] p= %1nx+ %lnx' .
Y, usando esta propiedad en la expresion (4.4.1.2), se obtiene que
b-b<In(0,1)-1n2-1In(@, 1),
de donde se sigue que la expresion para el sesgo esta dada por

E()-b < LEn(, 1)]-n2. (4.4.13)

Entonces, por la desigualdad de Jensen y la concavidad de la funcion In(x) se
verifica que
E([n x) < lnE(x) .
Usando esta desigualdad en (4.4.1.3) y considerando que la E(T;) = 2/8,, se
obtiene que

E(6)-b<-1m2. (44.14)

En el caso en que b = -2, como el considerado en el estudio de Monte Carlo,

se tiene que la cota para el SR es

sr=L 53‘ e 17%, (4.4.15)

resultado que concuerda con lo obtenido por simulacién.
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Evaluacion del sesgo 1i

El sesgo tipo (b) se introduce tanto en el modelo PC como en el modelo
WLW para ambos eventos, pero en este ultimo, al estimar el parametro
correspondiente al segundo evento, se genera ademas el sesgo tipo (a). Por todo lo
mencionado, para obtener una cota para este tipo de sesgo correspondiente al
primer y segundo evento se usa la expresion (4.4.1.1) para el modelo PC; mientras
que, para el modelo WLW al evaluar el sesgo del estimador cuando se considera el
segundo evento se debe reemplazar en la expresion antes mencionada, b por 4 , que
corresponde a un estimador sesgado del modelo, con sesgo tipo (a).

Como se vera en detalle en el capitulo siguiente, las expresiones para los pi%

correspondiente a la distribucion Sarkar, cuando 6; = 0, =8, son las siguientes

P2 =p =0+ % 012 + % O12 [1- exp(-0t)]
44.16
@ =p M =0,+%01y; ( )

mientras que los "hazard" marginales de los tiempos de falla, son los
correspondientes a la distribucion exponencial con parametro 6. + 612, por lo que

pim' =0+ 012, paratodo i, j = 1, 2. Reemplazando en (4.4.1.1) se tiene que, para el

modelo PC
* 3‘. +0 9,_. +0
Eﬁ'ym)—b=%El:l|{ u)”]ﬂ-{ u)”ﬂ. (#4.17)
Py Py

Puesto que en el modelo WLW se introduce el sesgo tipo (a), se tiene que

; 0. +0 0
E(buw )- 1;‘(5): éﬁ[ln[ cp";]) 12 ]-{» l,{ac '21)11 H ;
1 P2

Combinando esta expresion con (4.4.1.4) se obtiene
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* ; 9+9ﬂ g+9[2
sk s <l ufe st
P P

Sin embargo, el "hazard" condicional p;™ de la distribucion Sarkar depende
de t, por lo tanto, para obtener una expresion independiente del tiempo de falla, a
partir de las expresiones (4.4.1.7) y (4.4.1.8), que simplifique el célculo de la

esperanza, se usan cotas para p;"") que se obtienen a partir de su definicion dada en
(4.4.1.6), es decir,

0. +301,<p" <0, +30;,. (44.19)

Usando esta desigualdad en (4.4.1.7) se tiene que la expresion para el sesgo

del estimador del modelo PC toma la forma

] 6, +0
% In a. +33]2 ik 0, +1612 SE(bpc)—b <|In —c-!.—-l—li- (4.4.1.10)
0. +361, 0. +5612 Oc +30n

Reemplazando el lado izquierdo de la desigualdad (4.4.1.9) en (4.4.1.8) se

tiene que

. 0. +0
E(”Imr)“b < [h{ﬂﬂ-%lﬂ . @411

0. +301

Usando los valores de los parametros de la distribucion Sarkar en los
diferentes escenarios y del parametro de los modelos de regresion PC y WLW del
estudio de Monte Carlo, se encuentran las respectivas cotas del SR, y como se
puede ver a través de la Tabla 4.4.2, ellas concuerdan con los valores estimados del
SR en el estudio por simulacion.

Estos resultados permiten explicar el aumento de la eficiencia estadistica del
modelo WLW cuando aumenta el grado de correlacion entre los tiempos de falla, en

contra de lo esperado por la suposicion implicita de independencia que plantea la
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propuesta de estimacion. Es claro, a partir del analisis de como se generan los
sesgos de estos modelos, que si en lugar de considerar los fiempos totales se
consideran los tiempos infereventos, la situacion seria similar al del modelo PC; es

decir, el sesgo aumentaria con el grado de correlacion entre los tiempos de

recurrencia de los eventos.

Tabla 4.4.2: Comparacidn de la cota del SR con los valores estimados en el estudio de Monte Carlo
en modelos marginales en la situacién de eventos ordenados o recurrentes

Modelo Correlacion Cota para el SR Valor estimado del SR
p=0.13 [-5 %,-0.2 %] 7%
p=034 12 %,-1%] -11%
PC
p=0.60 [-20 %, -3 %] -10%
p=095 [-30 %,-6%)] -14%
p=0.13 >12% 16%
p=034 >5% 9%
WLW
p=10.60 2-3% 6%
p=0095 >-13% 2%

La falta de concordancia entre el SR calculado con la expresion (4.4.1.11) y
el valor estimado para una correlacion de 0.95, en el modelo WLW, se puede
explicar si se considera que cuando la correlacion es cercana a uno el efecto por

ordenamiento es casi nulo, debido a que los valores de X; y X; tienden a coincidir

en cada individuo.

4.2, Sesgos en la Situacion de Eventos Diferentes

En la situacion de eventos diferentes se debe tener en cuenta dos aspectos

fundamentales:
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i) Los individuos estan expuestos al riesgo de cualquiera de las fallas desde
el comienzo del estudio y entonces, como ya se puntualiza en la figura

42.1,severificaque T, =X,y T =X,

ii) Las fallas no se presentan en un orden preestablecido, puesto que se trata

de eventos diferentes, por lo tanto, puede ser T, > T, o viceversa.

Cualquier modelo que no tenga en cuenta estas caracteristicas introducira
sesgos en la estimacion del parametro de regresion.

Sin embargo, de los cuatro modelos que se consideran, el modelo WLW es
el tnico que tiene en cuenta ambas caracteristicas, como se vera en detalle mas
adelante. Por otra parte, puesto que las distribuciones marginales de X; y X,
involucran el parametro de correlacion de la distribucion bivariada, al estimar el
parametro de regresion usando tales marginales, implicitamente se considera el
grado de correlacion entre ellas. De esta manera, se espera que el sesgo por
correlacion del modelo WLW sea proximo a cero. En efecto, el estudio de Monte
Carlo muestra que el sesgo para el modelo WLW es comparativamente pequefio,
cualquiera sea el grado de correlacion entre las variables y en ambos tipos de
censuras.

Por todo lo expuesto, para evaluar el sesgo en la situacion de eventos
diferentes se considera como modelo de referencia a WLW, por lo que en el

denominador de la expresion (4.4.2) se usa el "hazard" marginal de la distribucion
de X; y X3 respectivamente.

Modelos condicionales

Para evaluar el sesgo de los modelos condicionales, se debe tener en cuenta
que el software desarrollado por Therneau (1995) requiere, en esta situacion,
ordenar los datos de manera que el primer tiempo de falla T, sea el min(X;, X;),
mientras que T sea la diferencia entre el min(X;, Xz) y el max(X;, Xz). El uso de
los modelos condicionales con los datos asi ordenados, es equivalente, entonces, a

aplicar tales modelos a muestras provenientes de la distribucion conjunta de las
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variables W=min(X;,X;) vy Z= |X; - Xz|, y no de las variables originales
(X1, X3). Por lo tanto, el sesgo de los modelos condicionales en la situacién de
eventos diferentes, se genera principalmente por el ordenamiento de los datos para
el calculo computacional y no por la estructura del modelo. A partir de estas

consideraciones se evalta el SR para estos casos.

» LEvaluacion del Sesgo por Ordenamiento

Por las propiedades de la distribucion Sarkar las variables W y Z son
independientes y sus respectivas funciones "hazard", como se vera en detalle en la
Seccion 5 del Capitulo 5, vienen dadas por: hw =208.+ 012 y h; =0+ 8;2. Luego, a
partir de la expresion (4.4.3) y para cada falla, el sesgo por ordenamiento de estos

modelos se puede expresar como

E(&l)~b=ln[:l],

Xy

(+.4.2.1)

E(Bﬂ—b:ln{hig-:].

X

Luego, reemplazando las expresiones de las funciones "hazard" de W, Z, X, y X, y
considerando que las funciones "hazard" de Z y X, son iguales, se obtiene que el
promedio de estas igualdades da como resultado que el sesgo introducido en los

modelos condicionales, por el ordenamiento de los datos, se exprese como

20, +0
E)-b=1 "‘[7;; :@ﬂ @422)

» Evaluacion del Sesgo por Correlacion

Puesto que los modelos condicionales usan el "hazard" condicional en la
ecuacion de verosimilitud parcial, la expresion para el sesgo en esta situacion se

expresa como



Andlisis de Sobrevida Multivariado: Una Comparacién de Modelos Alternativos 86

eb)- 6)- lsil{r:f(‘j[[fﬂ}

Reemplazando los pi”’ (i =1, 2) se tiene que

EQ")‘ E6)= 1 [ﬂ}

Oc +012

Luego, se obtiene E(5 ) a partir de la expresion (4.4.2.2) y reemplazandolo en esta
tltima desigualdad se llega a

0. +3 Br: 20, +6
E{b ) b > ;w[ — ]»f %ln{e—‘--ﬁ] (4.423)

Por ultimo, reemplazando los valores de los parametros para los distintos
escenarios, se obtiene el sesgo en cada una de las situaciones consideradas en el
estudio de Monte Carlo. La Tabla 4.4.3 muestra comparativamente los valores del
SR obtenidos a través de la expresion (4.4.2.3) y los valores estimados por
simulacion para cada grado de correlacion considerado en el caso de censuras Tipo
I. También se puede observar que a medida que aumenta la correlacion el valor
estimado se aleja mas de la cota superior; lo que se puede explicar por el hecho que
cuando la correlacion se aproxima a uno el efecto por ordenamiento es casi nulo, ya
que los valores de X, y X; tienden a coincidir en cada individuo.

Tabla 4.4.3: Comparacion de la cota del SR con los valores estimados en el estudio de Monte Carlo
en modelos condicionales en la situacion de eventos no ordenados o diferentes

Correlacién Cota para el SR Valor estimado del SR | Valor estimado del SR
para el modelo AG para el modelo OK
p=0.13 <-12% -16% 16%
p=034 <.59% -13% -13%
p=0.60 <3% -7% -6%
p=0.95 <13% 4% 4%
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Modelos Marginales

Como se analizo al comienzo de esta seccion, el modelo WLW no genera
sesgos en esta situacion. Sin embargo, basado en los mismos argumentos, el empleo
del modelo PC tampoco deberia generar sesgos en la situacion de eventos
diferentes; pero, de acuerdo a las recomendaciones dadas por Therneau, para usar el
modelo PC se deben ordenar los datos de una manera similar a la requerida para los
modelos condicionales(ver Tabla 4.2.2). Por lo tanto, el sesgo que se introduce en el
modelo PC es el mismo que el generado por ordenamiento en los modelos

condicionales, es decir,

20, +0
i e ¢ T2
Elbpc )-b= 2 1"[—“9c 0y ] (4424)

A través de esta expresion y con los valores de los parametros utilizados en el
estudio de Monte Carlo se obtienen los valores del SR para cada uno de los
diferentes escenarios considerados. La Tabla 4.4.4 muestra comparativamente los

valores calculados con la expresion (4.4.2.4) y los estimados por simulacion para el

caso de censuras Tipo L.

Tabla 4.4.4: Comparacion de la cota del SR con los valores estimados
en el estudio de Monte Carlo en modelos condicionales en la situacién
de eventos ordenados o recurrentes

Correlacién | Cotaparael SR | Valor estimado del SR
para el modelo PC

p=013 -15% -10%
p =034 11% - 8%
p =060 -7% - 2%

p=095 -2% -3%
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5. Conclusiones

Antes de analizar el efecto de la correlacion en los estimadores del
parametro del modelo de regresion en las diferentes situaciones consideradas, se
hace necesario hacer algunas observaciones sobre los sesgos adicionales que se
introducen en el modelo, ain en el caso de tiempos de fallas independientes.

Para comenzar, se deben distinguir dos casos, uno que corresponde al
modelo WLW en la situacion de eventos recurrentes y la otro a los modelos AG,
OK y PC en la situacion de eventos diferentes. El primer caso surge de la
consideracion de los individuos bajo el riesgo de la segunda falla, y responde a la
estructura del modelo; mientras que en el segundo caso, el sesgo adicional se genera
por un problema computacional que surge por el requerimiento del ordenamiento de
los datos para el uso del software.

La consideracion de los tiempos de falla totales en el caso del modelo
WLW, que conduce a considerar a los sujetos, bajo el riesgo de la segunda falla
antes que ellos hayan experimentado la primera, ha sido cuestionada por muchos
autores, entre ellos Oakes (1992), Pepe y Cai (1993). Oakes (1997) en su
comentario sobre este problema afirma que “puede haber alguna pérdida de
eficiencia estadistica (poder de los tests o precision de los estimadores) si se ignora
la informacion que esta disponible -por ejemplo que ciertos individuos estan o no
definitivamente bajo el riesgo de un evento. Sorpresivamente, el grado de esta
pérdida de eficiencia no parece haber sido estudiado”. Efectivamente, esta
consideracion produce un SR mayor del 17%, si los tiempos de falla intereventos

son independientes. Sin embargo este sesgo se hace despreciable si hay una fuerte
correlacion entre los tiempos de falla, lo que conduce, en la situacion de eventos
recurrentes, a obtener mejores estimadores si hay una fuerte correlacion entre los
tiempos de falla. Esto explica los resultados del estudio de Monte Carlo, obtenidos
por los autores de esta propuesta, sobre la eficiencia de los estimadores.

Sin embargo, para la situacion de eventos recurrentes si en el modelo WLW

se usan los tiempos intereventos en lugar de los tiempos totales, entonces, los
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sesgos serian equivalentes al del modelo PC, como se puede ver a través de la
formulacion de dichos modelos y del estudio para obtener las cotas.

Del analisis de los resultados de la evaluacion del sesgo, se deduce que los
sesgos por ordenamiento del modelo PC, en la situacion de eventos diferentes, se
pueden evitar si se considera como T, (tiempo de falla del segundo evento) a
X1 + X, Esto corresponde a considerar al proceso no como un proceso semi
Marcov, segin lo sugiere Therneau, sino como un proceso Marcov en esta
situacion, que es la otra propuesta de Prentice y Cai. De esta manera, los modelo
PC y WLW serian equivalentes en esta situacion.

Por otra parte, el efecto del ordenamiento en los modelos condicionales,
como se puede observar en los valores de la tasa de cambio del SR (Tabla 4.2.8 y
Fig. 4.2.15), es similar al de los modelos PC si la correlacion es menor de 0.6. Sin
embargo, y como se infiere a partir de la expresion del sesgo (ecuacion 4.4.2.3) para
correlaciones superiores a 0.6, el valor del sesgo generado por usar el "hazard"
condicional en la ecuacion de verosimilitud parcial, empieza a ser importante frente
al sesgo por ordenamiento, si el parametro 6. es pequefio; lo que se advierte
claramente en la Fig. 4.2.15.

Por otra parte, un analisis global del efecto de la correlacion entre los
tiempos de falla, permite afirmar que en general los cuatro modelos estudiados son
mas robustos a la falta de cumplimiento del supuesto de independencia en el caso de
eventos no ordenados que en el de eventos ordenados. Sin embargo, en ambos
casos, la variabilidad de los estimadores es pequefia ya que se consider¢ tamafios de
muestras grandes a fin de, en lo posible, aislar el efecto de la correlacion entre los
tiempos de falla.

Ahora, debido a las diferencias de comportamiento de los modelos para las

diferentes situaciones, se discute por separado cada una de ellas.

A. En la situacion de eventos recurrentes:

La tasa de cambio del SR, con respecto al sesgo bajo independencia (Fig.

4.2.14), muestra que no hay grandes diferencias entre los modelos con respecto a la



Andlisis de Sobrevida Mullivariado: Una Comparacicén de Modelos Alternativos 90

velocidad de crecimiento de la subestimacion del parametro, a excepcion del
modelo OK que aparece como mas sensible a los efectos del aumento de la
correlacion. Pero, como se vera en el préximo capitulo, este modelo es mas sensible
a la memoria conjunta del proceso que a la falta de independencia.

Sin embargo, las diferencias se ponen en evidencia si se considera el valor
absoluto de los sesgos y, entonces, los modelos AG y PC aparecen como los mas
recomendables para cualquier grado de correlacion. En cambio, si la correlacion es
muy grande la recomendacion seria usar el modelo WLW.

Otro aspecto que se debe tener en cuenta, a la hora de elegir el modelo, es su

error estandar y, en esta situacion, los modelos condicionales parecen tener ventaja
sobre los marginales.

B. En la situacion de eventos diferentes:

Si se considera tanto el cambio del SR como del ECM con respecto al
modelo bajo independencia, el modelo con mejor comportamiento es WLW, aunque
con la correccion antes discutida, el modelo PC seria equivalente y se conseguiria

ademas una disminucion del SE del estimador.
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CAPITULO V

DISTRIBUCIONES CON MEMORIA

1. Introduccién

Como ya se menciond en los capitulos previos, los modelos de regresion
tipo Cox para datos de sobrevida multivariados, si bien no requieren supuestos a
cerca de la forma paramétrica que debe tener la funcion “hazard”, si lo hacen
respecto al proceso estocastico subyacente. Las propiedades de los estimadores se
obtienen a partir de la suposicion que los datos responden a un proceso Poisson no
homogéneo y por lo tanto a un proceso sin memoria, de lo cual se deriva que su
distribucion debe cumplir con algunas propiedades, entre las cuales se encuentran la
continuidad absoluta y \a falta de memoria.

En la mayoria de los problemas practicos, resulta razonable suponer que los
tiempos de falla de los eventos no pueden coincidir. Sin embargo, la propiedad falta
de memoria (LMP) puede no ser siempre real y, muchas veces, hay fuertes razones
para suponer que ella no es valida. Por este motivo, en este capitulo se estudia como
afecta a la precision de los estimadores el hecho que la estructura subyacente de los
datos no cumple con esta propiedad pero, si con la continuidad absoluta.

En la Seccion 2, se define dos tipos de propiedades de falta de memoria a la
luz de las diferentes propuestas de distribuciones bivariadas adecuadas a datos de
sobrevida. En la Seccion 3, se presentan los modelos probabilisticos de las tres
distribuciones bivariadas absolutamente continuas que se consideran, para comparar
el comportamiento de distintos modelos de regresion proporcional multivariados, en
la situacion de eventos recurrentes y eventos diferentes. En la Seccion 4, se definen
las propiedades de cada distribucion, a partir de las cuales se construyen los
algoritmos que se usan para generar las muestras aleatorias de tiempos de
sobrevida. En la Seccion 5, se muestra y analiza los resultados de la aplicacion de
los modelos de regresion a los datos simulados. En la Seccion 6, se obtienen

analiticamente, cotas para el sesgo de los estimadores en cada una de las situaciones
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planteadas y se compara con los valores obtenidos por simulacién. Y, por tltimo, en
la Seccién 7 se presentan las conclusiones de los resultados alcanzados y se propone

algunas estrategias a seguir para la eleccion del modelo en situaciones practicas.

2. Propiedad de Falta de Memoria

Marshall y Olkin (1967) derivaron una distribucion exponencial bivariada
(BVE) a partir del planteo de modelar el riesgo de rotura de dos componentes de
una planta fabril. Las suposiciones que hacen sobre el proceso son:

i) laplanta falla si una o ambas componentes falla;

if) las fallas para las diferentes componentes ocurren independientemente;

iii) una vez que una planta “sobrevive” a la falla de una de las

componentes, entonces su condicion funcional es naturalmente la
misma que la de una planta que no ha sufrido ninguna falla;

iv) los tiempos de falla de cada componente siguen una distribucién

exponencial.
Estas suposiciones conducen a una distribucion que no es absolutamente continua
pero tiene la propiedad de falta de memoria.

Ryu (1993) puntualiza que en una distribucion bivariada se debe distinguir
dos tipos de propiedades de falta de memoria:

a) La propiedad de falta de memoria marginal (MLMP), la cual implica
que los tiempos de fallas marginales tienen una distribucion exponencial,
de lo cual se deriva que el proceso marginal no tiene memoria.

b) La propiedad de falta de memoria conjunta (JLMP), la cual significa que
dado que ambas componentes no fallan hasta un tiempo t, la distribucion
del tiempo de vida conjunta remanente es exactamente la misma que la
de una nueva planta. Matematicamente la propiedad de falta de memoria

se define como:

Definicion 1.1: Una distribucion bivariada se dice que tiene la propiedad de

falta de memoria conjunta si satisface la siguiente condicion:
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Fls) +1, 5, +1)=F(s;,5,)F(t,1)  parasy,s,, 120

donde F(x,,x,)=P[X,>x,, X, >x,].

Block y Basu (1974) demostraron que la anica distribucién bivariada
absolutamente continua y que mantiene las propiedades de falta de memoria
marginal y conjunta, es aquella con marginales exponenciales independientes; lo
que implica que se debe sacrificar ya sea la MLMP o la JLMP para tener una
distribucion bivariada absolutamente continua que permita dependencia entre las
variables (tiempos de falla).

Motivados por esto Block y Basu derivaron una distribucion exponencial
bivariada absolutamente continua (ACBVE), pero que no goza de la propiedad de
falta de memoria marginal, teniendo marginalmente cada una de las variables una
distribucion que es un promedio ponderado de dos distribuciones exponenciales.
Sin embargo, ACBVE todavia goza de la propiedad de falta de memoria conjunta.

Sarkar (1987) con la misma motivacion propone una distribucion
exponencial bivariada absolutamente continua (ACBVE,) pero que no goza de la
JLMP. En esta distribucion, las marginales son exponenciales y como consecuencia
satisface la MLMP.

Para derivar otra extension de la distribucion (BVE) de Marshall y Olkin,
Ryu toma una situacion mas general que ellos, permitiendo que la falla de una de
las componentes de la planta incremente la tasa de falla de la otra componente; la
distribucion conjunta exhibe entonces una estructura de envejecimiento, en el
sentido que la vida remanente, libre de falla, de la planta es menor que la de otra
similar sin falla. En muchas situaciones de la vida real, estas condiciones son mas
razonables que aquellas supuestas por Marshall y Olkin para derivar su distribucion.
La extension de Ryu genera una distribucion que es absolutamente continua pero
que no satisface la MLMP, ni la JLMP; por esta razon, como los mismos autores lo

mencionan, esta distribucion no es de tipo exponencial en el sentido estricto.
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3. Modelos de las Distribuciones Bivariadas

En esta Seccién, se presentan los modelos probabilisticos y las propiedades
de las tres distribuciones bivariadas absolutamente continuas antes mencionadas.
3.1. Distribucion de Block-Basu (ACBVE)

La distribucion ACBVE representa la parte absolutamente continua de la
distribucion exponencial bivariada de Marshall y Olkin y es tal que, para

(81, 82, 812) € [0, ) x [0, ) x [0, ), la funcion de sobrevida bivariada esti dada

por
" 0
S, xg) =PX; 231, Xp23y]= 0,40, expl-0; 1 =0, ¥, =01y max{x), x, )]
0
e expl-0marfx, x ) G3.L1)

ara Xy, X >0
P 1:%2

donde 6 =0;+ 6, + 03

Sin dificultad se puede observar que esta distribucion goza de la propiedad

de falta de memoria conjunta, en efecto, puesto que

max(x;+ 1, Xa+ 1) = max(x;, x3)+ 1,

entonces

S(x +1t, x2 +1) = S(xi, x2) S(t, 1)

Las distribuciones marginales de la distribucion ACBVE estan dadas por:




Andlisis de Sobrevida Multivariado: Una Comparacion de Modelos Alternativos 95

(/)
01 +62

- 0
Sq) = Plx; 2x )= expl-(0; +012)x, ]‘0—1?5; oxpl-0x] parax >0
(53.1.2)

0 0
S(XZ) =P[X1 211]= mcxp{—(ﬂ; +012)X| ]—al—::go'; crq)[-0x1] para xq >0

Es decir, ambas son promedios ponderados de exponenciales, y en consecuencia, la
distribucion ACBVE no cumple con la MLMP.

Otras propiedades de la distribucion de Block y Basu son:

i. min(X;, X;) tiene distribucién exponencial con pardmetro 0, e(6). 5313
.3.1.3)

ii. min(X1, X2) es independiente de X1-X2 y también de |X1-X2|.

iii. El coeficiente de correlacion esta dado por

5.3.14
pps (X1, X7)= | )
= 0::[(5'3 +9§)ff+9: 0y 91:] )

I(ol +0,) (0, +0,2 ) +(0, +20, )92"('91 +0,) (05 + 0,5 )" +(0, +20, )92]

De la expresion (5.3.1.4) se sigue que ppp =0 si 8;2=0 6 6,=06,=0.
Como se expuso en el Capitulo II, Pedroso de Lima y Sen (1998) muestran
que el proceso de conteo bivariado N(t) = (Ni(t), Nz(t))’ se encuentra asociado al

vector de intensidades A(t) = (Ai(t),A2(t))’ cuyas componentes se expresan como:

M) = pi Y I0[1-Y20] + p ) Y1) Ya(t)
(5.3.1.5)

Aa(t) = 2P0 Y20 [ 1-Y1 ()] + pr (1) Y1) Ya(t)

donde Yi(t) = I{T; > t}. Puesto que las p(t) son las funciones ‘hazard”
condicionales, ellas dependen de los parametros de la distribucion y, como
consecuencia, las componentes de A(t) se pueden expresar en funcion de los

parametros de la distribucion bivariada de T.
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En el caso particular de la distribucion de Block y Basu ellos encuentran

que:

pP=0;+0y , coni=12 (5.3.1.6)

=00 (81 +0;)" , coni=j ; ij=12 (53.1.7)

3.2. Distribucion Sarkar (ACBVE>)

La funcion de sobrevida bivariada de la distribucion derivada por Sarkar

(ACBVE,) toma la forma siguiente:

e0rs0a)e (1[40, )7 (40, )17 )

para 0<x; <x,
S(r1,%7)=PrlX, 2 x,X, 2x,)=

e—{ﬂl +ohy J {l - [A(Sz x )]—'y [A (32 X5 )]H‘Y l

para 0<xy <x

(53.2.1)

donde 0,>0,0,>0,012>0,y=012/(8,+6;) y A(z)=1-¢"

Su derivacion se basa en modificaciones de las propiedades que caracterizan
a las propuestas previas de Marshall y Olkin, y de Block y Basu, requiriendo que
ella sea absolutamente continua y que el min(X;, X,) sea independiente de g(X;, X3)
para algiin g € £(funciones continuas).

Entonces, estableciendo que el min(X;, Xz) es independiente de la funcion
X=Xz + k(Xy, X;) para algan k(X,;, X;); Sarkar demostré que (ACBVE;) goza de

las siguientes propiedades:
i. X e X, son marginalmente exponenciales

: ; 3.2,
ii. El min(X;,X,) tiene distribucion exponencial con parametro 0, siendo (33:23)

6=9|+ez+911.
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iii. El coeficiente de correlacion entre X; e X esta dado por

B2 3 J! J & el gy 7 g Y 5323
s (X =Yz Yz - (5.3.2.3)
1=Xz) 7 E (—-)93 j {9: kl;ll(f’”-ﬁl)' +6; g{(ﬁ' +k6;)

De la expresion (5.3.2.3) se sigue que ps =0 si y solo si 8, = 0; mas ain,
en este caso las variables son independientes.

Ademas, por la propiedad i) es claro que la distribucion Sarkar cumple con
la MLMP. Por otra parte, de la expresion (5.3.2.1) y del hecho que las variables no
son independientes, se sigue la distribucion ACBVE, no cumple la IMLP.

Pedroso de Lima y Sen muestran que las componentes del vector intensidad
A(t) se pueden expresar en funcion de los parametros de (ACBVE-), a través de las

los “hazard” condicionales dados por

p1" =0y (1+y) +y B2[A(O:t]"
(5.3.24)
p2® =0z (14y) +y B1[AGI]"

p2 =6 (1+7y)
(5.3.2.5)
le =0;(1+y)

3.3. Distribucion Ryu

La distribucién propuesta por Ryu surge a partir de modificaciones en las
condiciones de falla de las componentes del sistema, permitiendo la existencia de
una componente comiin cuya falla produce una disminucion de la probabilidad de
sobrevida a la falla del sistema. Para esto, modela el entorno fisico de un individuo
expuesto al riesgo de dos eventos (fallas) a través de tres procesos Poisson
independientes {Ny(t),t> 0}, {Na(t),t > 0} y {Nia(t) , t = 0}, con intensidades A,

A2 y M2 respectivamente, donde N; (i=1,2) gobierna la tasa de falla de cada
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componente, mientras que Nj» determina la chance de falla de la componente
comin que causa un dafio potencial a ambas componentes.

Para derivar la distribucion propuesta, Ryu supone que la tasa “hazard” al
tiempo t para la falla de la i-ésima componente es diNi(t) + siNja(t), i=1,2, dando
una realizacion del proceso estocéstico bivariado. Dicha tasa “hazard” especificada
como un proceso estocastico, recibe el nombre de enforno doblemente estocastico o
Sfuncion “hazard” aleatoria. Ademas, se supone que los d; son infinitos, dando
como resultado que la funcion de distribucion sea absolutamente continua y que
cualquier realizacién del proceso Poisson N; produce una falla en la i-ésima
componente. Pero, una realizacion de Ny, solo incrementa la tasa “hazard” para la
falla de la i-ésima componente por una cantidad s;, i=1,2, actuando de una manera
acumulada. Condicional a la realizacion de este proceso, los tiempos de falla de
cada componente se suponen independientes. Por lo tanto, lo que conduce a la
dependencia es la existencia del entorno comun especificado por Nys.

SiY;j es el tiempo hasta la realizacion del proceso N;, y Z; es la variable para
la cual el “hazard” condicional al tiempo t es s;N;(t), dada una realizacion de Nia;
entonces X;, el tiempo de falla de la i-ésima componente, sera el min(Y;, Z;), es
decir, que a través del proceso estocastico comun, Ny, se establece la dependencia
entre los dos tiempos de falla, X, y Xa.

La funcién de sobrevida bivariada en este caso es:

31+§'2

rcxp{—(ﬁﬁ +0|1)X| 01).‘2 +—2 [l-— “l(‘l‘*z ]] —2 [‘51{11"‘1]_3'51’1'51’3]}

para Xy >X;
S (533.0)
xp{ (02 +012)x2 ~ 0,3, + Oz [l— -5l - xl‘}]

‘]"!’\1

[ -3 Iz I‘L]_e—s!q 5111]}

para xy<x;

Cabe destacar que si s; y s; = o esta funcion de sobrevida bivariada se
reduce a la propuesta por Marshall y Olkin.

Las distribuciones marginales correspondientes toman la forma:
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0
S(Il) =P[X1 2}'1]= “{_(gi +6u)x[ _3]_:(] —e'_slxi)] para x >0
(53.3.2)

S(x2) = PX; 2x,]= ““T{‘(az +012) %, ‘?—2(1‘8"2"1)] para x; >0
2

A partir de la expresion (5.3.3.2) se puede observar facilmente que la
distribucion de Ryu no cumple con la MLMP, y mas ain, sus marginales tienen una
tasa de falla creciente dadas por:

hy(x;)= 0, +6,, (I ﬂe"x‘i) para i=12 e x;>0 (5.3.3.3)

Ademas, a partir de la expresion (5.3.3.1) se puede demostrar que:

S(xy,x9)S(,1) 012 i [
= ] = 1S )r |- 15— 92 X, 1 }
Sty 3 +1) T 31+sz[ ebrs)i-gananl> (5334)

lo cual implica que

w—‘;&’f)ziﬂ) < S01y2) Y 2120 (533.5)

Siendo asi, la distribucion conjunta muestra un envejecimiento en el sentido
que la probabilidad de sobrevida conjunta para el tiempo de vida remanente es
menor o igual que la probabilidad de sobrevida de un nuevo sistema, dado que no se
produzco ninguna falla hasta un cierto tiempo t.

Por otra parte, se puede demostrar que en esta distribucion el min(X;, X3) no
es independiente de X,—X;, a menos que 8,2 =0 0 s; +s2 = o] es decir, que no
exista la componente comun o que la falla de la componente comiin produzca una
falla en al menos una de las componentes (s; =% 0 52 =).

Para el caso de la distribucion de Ryu, obtener las expresiones de las
funciones "hazard" condicionales requiere la integracion de la funcion de densidad

bivariada, que, dada su complejidad, solo se puede llevar a cabo usando un
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desarrollo en serie, y por lo tanto se llega a una formulacion aproximada de las

mismas.

4. Algoritmos Computacionales

En esta seccion se definen algunas propiedades de las distribuciones
descriptas en la seccion anterior, sobre la base de las cuales es posible generar las

muestras aleatorias, y ademas el algoritmo que se usa en cada caso.

= Distribucion de Block y Basu

Si Z = X — X3, Block y Basu muestran que la distribucion de Z esta dada
por

0

0, +0, cxp[(ﬂ; +019 )z] paraZ <0

F(z) =

a
1- b—l-fa;cxp[—(ﬂl +gu)Z] paraZ>0

Por simplicidad, aqui se considera 0; = 0, en tal caso, la distribucion de Z

toma la forma

-; cxp[(01 "'012)2 ] paraZ <0
Fz) = (5.4.1)
1- —%cxp[— ©, +0,, )z] paraZ >0

Por las propiedades (5.3.1.3) se cumple que W = min(X,,X;) se distribuye

como e(B) y es independiente de Z, de lo cual se sigue que:

¢ SiZ<0 = Xi=W = Xx=X,-2Z
¢ SIiZ>0 = Xa=W = X =X;+Z
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A partir de estas expresiones y usando la distribucion de Z dada en (5.4.1) se
generan las muestras aleatorias de (X;,X;) con distribucion ACBVE empleando el
siguiente algoritmo:

1°  Generar la variable V ~ U,y

2° Generar la variable Z, usando la transformada integral de (5.4.1), o sea

Wy
81‘}‘912

3° Generar la variable W ~ ¢(20; + 012)

4° Si Z<0 hacer X;=W e Xp=X;—Z encaso contrario

hacer X, =W e X,=X,t+Z.

= Distribucion de Sarkar

Sarkar demuestra el siguiente teorema que permite generar muestras de
(X1,X32) con distribucion ACBVE,.

Teorema: Sean Z;, Z>, Z; y V variables aleatorias independientes con

distribuciones e(6)), e(6y), e(6,2) y U,y respectivamente, se define

X, =W +{-1(,>2, )]{,;—I A7) 4G my |-, }
G41)
X, =Wy +{1(Zi>2; )}{?L}A'lb/”(lﬂ'].fl(ﬂzlﬂ )]-n’z}
donde W) = min(Z,Z3) y W, = min(ZZ3), entonces (X,, X3) tienen distribucion
ACBVE;(6,, &, 6;)).

El algoritmo para generar muestras de la distribucion de Sarkar queda

definido entonces de la siguiente manera:

1° Generar la variable aleatoria Z,~e(0,)

2° Generar la variable aleatoria Zo~e(0;)
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3° Generar la variable aleatoria Z;~e(0;2)

4° Generar la variable aleatoria V~Ujg,);

5° Generar la variable aleatoria W = min(Z,, Z;)

6° Generar la variable aleatoria W, = min(Z,, Z;)

7° Generar la variable aleatoria I=1 si Z,>Z, en caso contrario, I=0
8° Calcular y=012/(8,+62)

9° Generar la variable aleatoria S = V"('"?
10° Generar la variable aleatoria A; = 1 — exp(-01:W>)
11° Generar la variable aleatoria Az =1 — exp(-82:W))
12° Generar la variable aleatoria Aj; = 1/0; « In[1 - S+A]
13° Generar la variable aleatoria Ag; = 1/0; « In[1 — S+A3]

14° Generar las variables aleatorias X; y X, a partir de las expresiones
(5.4.1), es decir,

Xi=W;+(1-D«(An~Wy)
X2 =Wz + I+(An —W2)

= Distribucién de Ryu

Como ya se dijo en la Seccion 2.3, Ryu derivo su modelo de distribucion a
partir de tres procesos Poisson independientes, para ello, define la variable Y; como
el tiempo hasta la realizacion del proceso {Ni(1)} con intensidad 6, i=1,2; y, la
variable Z; para la cual el “hazard” al tiempo t es s;N)2(1), dada una realizacion del
proceso {N)z(t)} con intensidad 6, El autor demuestra que si se producen k

realizaciones de N, hasta t en los tiempos ty,...,Tx respectivamente, entonces
t 91'} —-5.1
Edexp| —s;] Nyp(u)du |} = exp| - 0ot + =1 —e™
0 5;‘

Este resultado se obtiene considerando que t - Ty,...,t - T, son variables

aleatorias independientes con distribucion Ujp,y, si ellas no estan ordenadas.
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Para obtener muestras aleatorias de la distribucion se parte de: wy, wa,...
realizaciones de una variable aleatoria exponencial con parametro )z, luego, se
define =0 y t=w;+ ... + wj, con j=1,2,.... Obtenidos los 1;, el incremento del
“hazard” de la i-ésima componente del sistema al tiempo t, esta dado por js;, para t
€ [15, Tjn1). De esta manera, para conseguir una realizacion de Z; se necesita obtener
un valor de la distribucion que tiene dicho “hazard”. En efecto, la distribucion de Z;
es una mezcla de variables aleatorias (t+v;) con j=1,2,..., donde v; es una variable
aleatoria exponencial con parametro js; y truncada en wj.1, donde las probabilidades
de mezcla estan dadas por: Py=1—exp(-siw;) paraj=1, y paraj=2,3,... por
Py=exp[-(siwz + 2siw3 + (j-1)siw;)][1 — exp(jsiwj+1)]. Entonces, dados wy, wa,...; Zy y
Z, son generadas independientemente y en ese caso X; = min(Y;,Z;).

Basado en estos resultados el algoritmo para generar las muestras aleatorias
con distribucién Ryu resulta ser el siguiente:

1° Generar la variable aleatoria Y,~e(0;)

2° Generar la variable aleatoria Y,~e(6,)
3° Hacerj=1

4° Hacert;=0

5° HacerZ;=0

6° HacerZ,=0

7 Si(Zi#006 Zp#0)ira15°

8% Generar la variable aleatoria W~ ¢(8;7)
9° Hacerta=71+W

10° Generar la variable aleatoria Vi ~ e(5)¢))
11° Generar la variable aleatoria V; ~ e(sy+j)
12°Si (VizTy y Vi<t), hacerZ, =V,
13° Si (V2211 y Va<Ty), hacerZ, =V,
14° Hacer ;=12 , j=j+1 yretornar al 7°
15° Hacer X; = min(Z1,Y1)

16° Hacer X, = min(Z,,Y>).
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La Figura 5.4.5 muestra la representacion grafica de la distribucion Block-
Basu y las Figuras 5.4.1 a 544y 5.4.6 a 5.4.10 presentan histogramas de muestras
de tamafio 500 de cada una de las distribuciones con parametros como los dados en
la Tabla 5.5.1 para el grupo control, generadas a partir de los algoritmos antes
descriptos, y de las respectivas marginales.

Para cada una de las muestras se aplica el test de Komogorv-Simirov bajo la
hipotesis nula que las marginales tienen distribucion exponencial. Para el caso de la
distribucion de Block - Basu y de la distribucion de Ryu se rechaza la hipotesis nula

al nivel del 5%; sin embargo, no hubo suficiente evidencia para rechazar Hy en el
caso de la distribucion Sarkar.
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Figura. 5.4.8: Histogramas
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5. Estudio de Monte Carlo

Como ya se menciond, el objetivo de este capitulo es estudiar el efecto que
tiene sobre la precision de los estimadores de los diferentes modelos de regresion
para datos de sobrevida multivariados, el hecho que la distribucion subyacente de
los datos carezca de una o ambas propiedades de falta de memoria. Para ello se
simulan datos a partir de las distribuciones descriptas en la Seccion 3. En cada caso
se consideran dos muestras de tamafio 500, representando hipotéticamente una al
grupo tratamiento y la otra al grupo control. Dentro del modelo de regresion, los
grupos se identifican a través de la covariable Z, la cual toma el valor cero para el
grupo control y el valor uno para el grupo tratamiento.

Al igual que en los capitulos previos, se considera el caso de dos eventos,
k=2, tanto en la situacion de eventos recurrentes como de eventos diferentes, y, se
toma el valor b = -2 para el parametro del modelo de regresion, tanto para el primer
evento como para el segundo.

Los parametros de las diferentes distribuciones que se usaron para generar
los datos se muestran en la Tabla 5.5.1, y se eligieron de manera de obtener el
mismo grado de correlacion, p=0.19.

Tabla 5.5.1: Valores de los parametros para cada distribucién y para cada grupo.

Tipo de p -
Distribucién Grupo tratamiento (Z=1) Grupo placebo (Z=0)
01 = B: = 004*8?{[’(2) 01 = U: =0.04
Sarkar
012 =0.02*cxp(2) 0,2=0.02
0, =0,=0.015%*exp(2) 0, =0,=0.015
Block y Basu
0,2 =0.035%exp(2) 0,2 =0.035
0, = 0,=0.05%exp(2) 0, = 0,=0.05
Ryu 0,2=0.01*exp(2) 0,,=0.01
s; = 5= 0.05%exp(2) sy =5 =0.05
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En todas las situaciones se usa censuras aleatorias uniformes, es decir,
aquellas donde el proceso de censura es Ci(t) = I(t < U;) y donde Uj; es una variable
aleatoria con distribucion uniforme y con un 10% de observaciones censuradas. En
el caso de eventos ordenados, si un sujeto tiene el primer evento censurado,
entonces tiene también censurado el segundo evento.

Para comparar la precision de los estimadores de los diferentes modelos se
estima en cada situacion el Error Cuadrdtico Medio (ECM), el Error Estandar (SE)
y el Sesgo Relativo (SR) del estimador b, el cual esta dado por

AN . *
SR_[E(b) b] 100 551)
E b

Los valores del ECM obtenidos a partir de las 100 simulaciones para cada
situacion se muestran en la Tabla 5.5.2 y Fig.5.5.1 y 5.5.2, los correspondientes

valores del SR y SE se presentan en la Tabla 5.5.3 y 5.5.4 respectivamente y se
representan graficamente en las Figuras 5.5.3 a 5.5.6.
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6. Cota para el sesgo de los estimadores en el modelo de regresién.

Para evaluar el sesgo de los estimadores del parametro de los modelos de
regresion cuando la distribucion subyacente de los datos no cumple con uno o
ambos tipos de falta de memoria, se debe tener en cuenta que el estimador del

parametro es un promedio del estimador correspondiente a cada evento, o sea
que

pbithy btk +btky _

5 k1+k2
2 2

b

(5.6.1)

donde k; (i=1,2) es el sesgo del estimador del parametro cuando se tiene en
cuenta la i-ésima falla. Por lo tanto, se debe evaluar por separado el sesgo
introducido cuando se estima el parametro para cada evento y, siendo asi, el

sesgo total sera el promedio de los sesgos para cada falla. De esta forma, para
cada evento y cuando Z=1, se considera el cociente

)

h®
=< i=12 56.2
o) T T

| L)

b

-

e

donde 0 es el vector de parametro de la distribucion; b; es el estimador del
parametro del modelo cuando la distribucion tiene memoria; h;" es el "hazard"
condicional o marginal, segin se evalie un modelo condicional o marginal de la
distribucion con memoria; y, h; es el "hazard" correspondiente de la distribucion
sin memoria. Cabe destacar que b representa el valor del pardmetro si solo se
introducen sesgos por memoria, en caso contrario se debe reemplazar b por 7,
que corresponde al estimador del parametro.

Luego, a partir de la expresion (5.6.2) se obtiene

i (6)
o - p=Eln | 2 i=12
(,) n h,-(e) , 1=12, (5.6.3)



-
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que da la expresion del sesgo del estimador en el caso que b sea el verdadero
valor del parametro, o bien

E{(n' )— E)= E{ln [h: (0)]}, i=12, (5.6.4)

en el caso que se introduzcan otros tipos de sesgos en el modelo.

6.1. Sesgos en la Situacion de Eventos Recurrentes

Para la evaluacion del sesgo en la situacion de eventos recurrentes se

debe considerar por separado los modelos condicionales de los modelos
marginales.

Modelos condicionales

Como ya se vio en los capitulos previos, los modelos de "hazard"
proporcional de tipo condicional se expresan en funcion de las componentes del
vector intensidad A(t). Si se considera, por ejemplo A4(t), se debe tener en cuenta
que ella es la suma de dos términos (ver ecuacion (5.3.1.5)), uno de los cuales
corresponde al "hazard" condicional si T, <ty el otro si T, 2 t. Por lo tanto,
siguiendo el argumento dado para obtener (5.6.1), el sesgo que se introduce al
estimar el parametro b del modelo s6lo para el primer evento, sera el promedio
de los sesgos en la estimacion de b cuando los h(B) sean los "hazard"
condicionales dado T, <t y T, > t. Entonces, el sesgo para los modelos

condicionales de cada uno de los eventos se puede expresar como

(0 (1)
[y X P P .
E, )—b:}h{ln{p‘iu}fm[ ;[;J-ﬂ. i=12, (6.1.1)

donde p® (i, j=1,2) son los "hazard" condicionales de la distribucion sin

memoria y p;ﬁ}' (i, j=1,2) son los correspondientes a la distribucion con

memoria.
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De las tres distribuciones consideradas la unica que goza de la JLMP es
la debida a Block y Basu, por tal motivo en los denominadores se usa las

expresiones de los "hazard" condicionales dadas en (5.3.1.6) y (5.3.1.7).

= Sesgo para la Distribucion Sarkar

Por simplicidad se considera 8; = 6, = 8., luego por la simetria de las
funciones que definen las distribuciones de Sarkar y Block-Basu se tiene que
PP =p® y p = p® y en consecuencia Ai(t) = As(t). Es suficiente,
entonces, evaluar el sesgo para una sola de las componentes del vector

intensidad A(t).

De las expresiones (5.3.1.6) y (5.3.1.7) se obtiene que la expresion de los

"hazard" condicionales de la distribucion Block-Basu toman la forma

pl(” =010,

PZ(” =0.+ %0, (5.6.1.2)

A parir de (5.3.2.4) y (5.3.2.5) se tiene que los "hazard" condicionales
correspondientes a la distribucion Sarkar seran

P =0 +% 01 + %01 [1- exp(-0c 1)]
Pz(”' = 92' +1% 912‘

En estas Gltimas igualdades se puede ver que el "hazard" condicional
cuando T, < t depende de t; luego, acotando p,""" para obtener una expresion

independiente del t se obtiene

P 20, +0)2 20, + %012

* . . 5.6.1.3
p =0 + %0, : )

En consecuencia, se logra que el primer término de la expresion (5.6.1.1)

se pueda escribir como
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ay 9 lg’
P] c 2 12
1 2 > 1.
L] "{f’c "] e
ya que, como se muestra en el capitulo anterior, en los eventos recurrentes, el
sesgo de los estimadores de los modelos condicionales no es significativo si la
correlacion entre los tiempos de falla es muy pequefia. Usando, en la expresion
(5.6.1.1), la desigualdad (5.6.1.4) y las correspondientes igualdades dadas en

(5.6.1.2) y (5.6.1.3), se obtiene que, el sesgo que se introduce cuando la

distribucion subyacente de los datos es ACBVE;(6., 812) esta dado por:

s . +10. 0. +Lo;
Ep')-b 2 Liin| 21212 |y T2 (5.6.15)
ﬁ,_. +0)2 0. +%9]g

Reemplazando los valores de los parametros usados en las simulaciones se

obtiene que

E(b)-b> 0.11,

de aqui que la cota para el SR, en el caso b = -2, sera

SR<-6%.

Es decir, se subestima el efecto de tratamiento por lo menos en un 6 %, valor

que concuerda con el estudio de Monte Carlo.

= Sesgo para la Distribucion Ryu

En el caso de la distribucion Ryu, dada la complejidad de la expresion
para la funcion de densidad, surgen problemas para obtener una expresion
exacta de los "hazard" condicionales, razon por la cual la cota para el sesgo en

este caso se obtiene de acuerdo a la expresion (5.6.1.1) sin calcular los pd".
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Por simplicidad, nuevamente, se considera 0; =0, =0. y s; =s;=s; por
lo tanto, sélo se evalta el sesgo para una de las componentes del vector A(t).

Pero, por ser la funcion logaritmo una funcién concava se verifica que

(1 (e (1~ (e (1 (l}‘ (1) (1)*
1 ln(”'m}nn[‘”lm] <In [P'm +sz) 1{———-——" Py m“’mp }
P P P j2 2p'p

Puesto que, si la distribucion es Block-Basu, se verifica que pi* > p,,

entonces,

e m* m (lJ' (5) h (f)
Uin Py +]n[‘02 J}4M[P ].{ [n!: - (5.6.1.6)
{ [ P } P ZP“’PE” 2%

donde en el tercer término de la desigualdad, h'(t) representa el "hazard"
marginal correspondiente a la primera recurrencia, la cual surge de la definicion
de los "hazard" condicionales p;""’ dados en el Capitulo II.

La funcion "hazard" marginal de la distribucion Ryu dada en la

expresion (5.3.3.3), para 6; =0,=0; y s; =s;=s, toma la forma:
h'() =0 + 855 (1- ).

Por ofra parte, una cota para h'(t) independiente de t se puede obtener
considerando que t varia entre 0 e oo, asi si t — 0, h'(t) — 6. + 0y, mientras

quesit—0, h'(t) > 0. ; en consecuencia,
0. < h'(t) < 6. +0y2

Cabe destacar que, si tiene en cuenta que la memoria de la distribucion Ryu se
introduce a través del factor €™, entonces, el "hazard" marginal que involucre el
parametro s se puede obtener evaluando E[h'(8)]. En efecto, sin mayores

dificultades de calculo, se obtiene que

E[h'(t)] < 0c +012 + %5, (5.6.1.7)
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Reemplazando esta desigualdad en (5.6.1.6) se obtiene la cota para el sesgo del
estimador del parametro de los modelos de regresion tipo condicional si la
distribucion subyacente de los datos es Ryu, es decir,

- L
2 0, +05+1s
E(b )—b< In —‘#2— (5.6.1.8)
9c+§BIZ

Ahora, reemplazando los valores de los parametros usados en las
simulaciones se obtiene que

E(b")-b< 0.96.

De aqui que la cota para el SR, en el caso b=-2, sera
SR>-48 %.

Es decir, se subestimaria el efecto de tratamiento en menos de un 48 %. Los
valores encontrados en el estudio de Monte Carlo, tanto para el modelo AG

(-25%), como para el modelo OK (-29%), concuerdan con este resultado.

Modelos Marginales

A diferencia de los modelos condicionales, en los modelos marginales no
se modela cada una de las componentes del vector intensidad A(t), sino los
"hazard" correspondientes a las distribuciones marginales de los tiempos de
falla (totales o intereventos). Por esta razon, las funciones h'(8) y h(®) de la
ecuacion (5.6.2) representan en este caso los "hazard" marginal de la
distribucion con y sin memoria marginal respectivamente.

De las tres distribuciones consideradas, la distribucion debida a Sarkar es
la tinica que goza de la MLMP; entonces, para evaluar el sesgo en los modelos

marginales se usara en el denominador el "hazard" marginal correspondiente a

ella.
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Pero, dada la diferencia que existe entre los modelos WLW y PC
respecto a como se considera los tiempos de falla de la segunda recurrencia
(X1+X, para WLW y X, para PC), para obtener una cota para el sesgo se debe
analizar cada uno por separado.

En el caso del modelo WLW se debe tener en cuenta que cuando se
estima el parametro de la segunda recurrencia se introducen dos tipos de sesgos:

(a). El producido por el hecho que, cuando se estima el parametro, se
considera que los individuos que no experimentaron la primera

falla estan bajo el riesgo de la segunda recurrencia.

(b). El que se genera si la estructura subyacente de los datos carece de

la propiedad de falta de memoria marginal.

Por esta razon, para evaluar el sesgo en la estimacion del parametro b
cuando se considera la segunda recurrencia, se usa la expresion (5.6.4), ya que,
el estimador del parametro en el denominador se ve afectado por el sesgo de tipo
(a), independiente de la memoria de la distribucion, y por lo tanto para la

segunda falla, la razon de los "hazard" cuando Z=1 se expresa como

= hh:—g s (56.18)

%

donde B, es el estimador del parametro en el segundo evento, cuando la

distribucion subyacente es Sarkar. Aplicando logaritmo, y evaluando la

esperanza en ambos miembros, se tiene que

Eb;)- EB,)= E{ln [2—2%}}

Ademas, en la Seccion 4.1 del Capitulo IV se mostro que, en el caso de

independencia, con el modelo WLW, E(5) <b - %2 In2, y que este tipo de sesgo
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disminuye a medida que aumenta la correlacion; de esta manera, reemplazando

la expresion de E(5,) en la igualdad anterior se obtiene:

E(b;)- b= E{ln [h; (9)}} —-iln2. (5.6.19)

7,)

Como en el estimador de la primera recurrencia solo se introduce el sesgo de

Elb)- b= E{ln [%%H .

Luego, el sesgo total del estimador del parametro del modelo WLW, es el

tipo (b), se obtiene que

promedio de las dltimas expresiones de acuerdo a (5.6.1). Considerando 6; = 6,
=0, para todas las distribuciones y, ademas, s; = s, = s para la distribucion Ryu,

se obtiene una expresion para el sesgo en el caso de independencia entre los

tiempos de falla, dada por

E(bl}u,,)— b> E{ln h(—g"))]} -1In2. (5.6.1.10)

Si los X; estan fuertemente correlacionados, el segundo término se

aproxima a cero, en consecuencia, la expresion del sesgo en este caso seria

E(bi:i'.iv)_ b= E{!n {};;((99))\” : (3.6.1.11)

En el caso del modelo PC, la expresion para el sesgo viene dada por
(5.6.1.11) puesto que el tiempo considerado para la segunda recurrencia es el

tiempo interevento (X3), y entonces, no se introducen sesgos del tipo (a).
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Bajo estas consideraciones, aiin si la distribucion subyacente de los datos
es Sarkar y con una correlacion pequefia, los estimadores del parametro de

regresion cuando se usa el modelo WLW son sesgados y su SR> 17 %

= Sesgo para la Distribucién Block-Basu

El "hazard" marginal de la distribucion debida a Block y Basu se obtiene
a partir de la sobrevida marginal dada en (5.3.1.2) para el caso 8; =0, =6,y de

su correspondiente funcion de densidad, que toma la forma
fiy=2e0 .;qu ¢ e+t )t k’c +05 =017 ]

de donde h'(8) viene dada por

s 02+00)(02 415 -03, )

0] 7 et
( ) (20‘- +g'n —Gu e_eﬁ‘ ']

Una cota para h'(t) independiente de t se puede obtener considerando que
t varia entre 0 e o, asi si t = o entonces h'(t) - 6. +6,,’, mientras que si

t—0,h’(t) > 6. +%012 en consecuencia,

B +%01, < h'(t) < 6. +0y,. (5.6.1.12)

El "hazard" marginal correspondiente para la distribucion Sarkar, para
cualquiera de los eventos es tal que

h(t) =0+ 012 (5.6.1.13)

Pero, bajo el supuesto de independencia el parametro 8,2 = 0 en todas las
distribuciones, y entonces, el "hazard" marginal h(t)=0., de aqui que, usando

(5.6.1.10), el sesgo del estimador bajo independencia se pueda escribir como
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. 6,
E(bm )- b>1n {é‘—} =lin2.. (5.6.1.14)

¢

Sin embargo, si los tiempos de falla estan fuertemente correlacionados

entonces, reemplazando (5.6.1.12) y (5.6.1.13) en la igualdad (5.6.1.11) se tiene
0 +1 1:?,2 0.+0;,
[ 0,+0,, } B0 [0 +6;, |

Para el estudio por simulaciones, si bien las X; no son independientes, la

correlacion es pequefia, de manera que, usando (5.6.1.14) se obtiene que

E( ww)-b> - 1.15,
de aqui que la cota para el SR, en el caso b=-2, sera
SR yuw < 58 %.

Es decir, se sobrestima el efecto de tratamiento como méximo en un 58 %,
valor que concuerda con el estudio por Monte Carlo.
Para el modelo PC, considerando que no se introducen errores de tipo

(a), la expresion para el sesgo esta dada por
= £
0, +1012 05 +07
2 * 012
Inf —=—|< E(b )—b &)=t | 5.6.1.15
l: 0.._.+0]2 e 9{.+012 ( )

Y, particularizando para los parametros dados en la Tabla 4.1.1, se obtiene
que

-0.61 < E(b'se)—b< -0.18,

de aqui que la cota para el SR, en el caso b= -2, serd
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9% < SR pc < 30%,

es decir que, en este caso se sobrestima el efecto de tratamiento como maximo

en un 30 %, lo que concuerda con el valor estimado por simulacion (23 %).

= Sesgo para la Distribucion Ryu

Al analizar el sesgo en los modelos condicionales se pudo observar que

la esperanza del "hazard" marginal de la distribucion Ryu estaba dada por

E(h'(t)] < 0. +02 + %5 .

Reemplazando esta desigualdad en (5.6.1.11), se tiene que la expresion para el

sesgo estaria dada por

* R s |
o K (f) 0, +912+55
E -b=Eln—*| <ln| ———=—| .
Q’er) { h(f)] 0, +013 (5.6.1.16)

Evaluando el sesgo en el caso particular de los parametros usados para

las simulaciones, usando la desigualdad (5.6.1.16) se obtiene que
E(b'wiw) —b < 0.35
De aqui que la cota para el SR, en el caso b =-2, sera
SRyw > - 17 %.

Es decir, se subestima el efecto de tratamiento a lo sumo en un 17 %. Lo que
concuerda con el valor estimado por simulacion (- 9 %).

Sin embargo, si X; y X2 son independientes, entonces el "hazard"
marginal de la distribucion Ryu es igual a 0. Por lo tanto, bajo supuesto de

independencia, el sesgo que se genera viene dado por
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. 0,
E(bm )Lb >In |i9—°:| -1n2. (5.6.1.17)

c

El SR calculado por esta ultima expresion para el modelo WLW, usando los
mismos valores de los parametros que en el estudio de Monte Carlo, toma el

valor, SR ww<-2.5%.

La expresion para el sesgo en el modelo PC es igual a la dada en

(5.6.1.16) y a partir de ella se obtiene, al igual que para el modelo WLW,
E(b'r) -b< 0.35,
de aqui que la cota para el SR, en el caso b =-2, sera
SR pc >-17%.

La diferencia entre esta cota inferior y el valor estimado por simulacion se puede

explicar si se considera la variabilidad de estos estimadores (0.225).

6.2. Sesgos en la Situacion de Eventos Diferentes

Por las razones expuestas en la Seccion 4.2 del Capitulo IV, para evaluar
el sesgo de los modelos en la situacion de eventos diferentes, se toma como
referencia al modelo WLW, lo que equivale a considerar en el denominador de
la expresion (5.6.2) el "hazard" marginal de la distribucion sin memoria
marginal; es decir, el correspondiente a la distribucion Sarkar. Por lo tanto,
cuando la distribucion subyacente de los datos es Sarkar y se esta en la situacion
de eventos diferentes, no se generan sesgos por memoria del proceso. Luego, los
sesgos estimados en el estudio de Monte Carlo cuando se usa esta distribucion
se generan por la correlacion entre los tiempos de falla, que como se vio en la

Seccion 5 de este capitulo, es igual a 0.19; y, por ordenamiento de los datos.
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Al igual que el caso de eventos recurrentes, se considera por separado

los modelos marginales de los condicionales, para analizar el sesgo.

Modelos condicionales

Como ya se analizo en el capitulo anterior, el ordenamiento de los datos
requerido para aplicar este tipo de modelos, usando el software desarrollado por
Therneau, conduce a generar un sesgo adicional al introducido por la falta de
cumplimiento de los supuestos de los modelos. De esta manera, para evaluar los
sesgos que se producen en los estimadores del parametro b en la situacion de
eventos diferentes, se debe contemplar no solo el que se genera por no cumplir
con el supuesto de falta de memoria marginal, sino también el que se introduce

por el ordenamiento de los datos para el calculo computacional.

» Evaluacion del Sesgo por Ordenamiento

En la Seccién 4.2 del Capitulo IV se llegd a la conclusion que la
aplicacion de los modelos condicionales a eventos diferentes usando el software
de Therneau, conduce a considerar los datos como provenientes de muestras de
la distribucion conjunta de las variables W = min(X;, Xz) y Z = 1% Xg|,
donde X; y X; tienen distribucion Sarkar. Por lo tanto, para evaluar el sesgo por
ordenamiento y partiendo de las expresiones (4.3.2.1) se necesita encontrar los
"hazard" correspondientes a las variables W y Z.

Por las propiedades de la distribucion Sarkar, las variables W y Z son

independientes y sus respectivas funciones de sobrevida son

b'w' (rl)= e—(20,+0n }ﬁ s e—\!fl

(5.6.2.2)
S? (12) = e—[ﬁﬁnt: )ty



Andlisis de Sobrevida Multivariado: Una Comparacién de Modelos Alternativos 130

Como ambas distribuciones son exponenciales, entonces sus funciones "hazard"

son iguales al parametro de dichas distribuciones, es decir,

h;?(’1)= v =20.+6,,

(5.6.2.2)
hy(1;)=0.+8,,

A partir de estas expresiones se obtiene la ecuacion del sesgo por ordenamiento
(4.3.2.2) dada por

20, +6
p)—p=1Lpl =12
Ep)-b ! In[ S l (5.623)

Reemplazando los valores de los parametros de la distribucion Sarkar usados en

el estudio de Monte Carlo, se tiene que el sesgo por ordenamiento es en este
caso

E(B)-5=0.26 . (5.6.24)

» Evaluacion del Sesgo por Memoria

Cuando la distribucién subyacente de los datos tiene memoria marginal y
se usan modelos condicionales en la situacion de eventos diferentes, se debe

usar la siguiente expresion para evaluar el sesgo

c = , i=12, (5.6.2.3)
P n0)

donde 5 es el estimador cuando el proceso tiene la propiedad de falta de
memoria marginal, y cuyo sesgo es generado por ordenamiento de los datos, hi’
es el "hazard" condicional de la distribucion que se evalia, y h; es el "hazard"

marginal de la distribucion Sarkar. Evaluando la esperanza de esta expresion y
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reemplazando E(5 ) obtenida de (5.6.2.3), se llega a que el sesgo de los modelos

condicionales en la situacion de eventos diferentes se expresa como
E ] L4
* 1l 1 h ||, 1 “[20.: +912]
Ep J-b=7 ElInf =~ |+Inf - ||+ 5 Inf €2 5.6.26
&) ZE[“[M] h{hz]] 271 0c+6y2 £t

= Sesgo para la Distribucion Sarkar

Usando la expresion (5.6.2.6) y reemplazando los "hazard" condicionales
dados en (5.6.1.3) se obtiene que el sesgo del estimador del parametro b cuando

la distribucion subyacente de los datos es Sarkar, se expresa como

0c+1012 20
E(b')-bz%l N S +l21n|:—‘:ﬂ;~] (5.62.7)
9‘.-1-9]2 06+912

Reemplazando los valores de los parametros usados en el estudio de Monte
Carlo se obtiene que

E(b")-b>0.16,
de donde

SR < - 8%.

Lo cual concuerda con el valor estimado por simulacion (- 15%).

= Sesgo para la Distribucion Block-Basu

Si la distribucion subyacente de los datos es Block-Basu, usando la
expresion (5.6.2.6) y los valores de los respectivos "hazard" condicionales, se
tiene que, una cota para el sesgo que se introduce en los modelos condicionales

en la situacion de eventos diferentes y cuando la distribucion de los datos es

Block-Basu viene dada por
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0 +3 912 20, +0
1 e
EQ‘ bz +=In| ——= 6238

) 2 0,401y +952 : [ 0, +012 :\ ¢ )

El sesgo para el caso particular de los parametros de la Tabla 5.5.1 sera
entonces

E(b)-b>-0.05,

de donde

SR <2.6 %,

lo que concuerda con lo estimado por simulacion.

= Sesgo para la Distribucion Ryu

Para evaluar el sesgo de los modelos condicionales en la situacion de
eventos diferentes, si (X, Xz) tiene distribucion Ryu, a partir de la expresion
(5.6.2.6) se debe reemplazar las h; (i=1, 2) por las expresiones de las funciones
"hazard" condicionales correspondientes a la distribucion Ryu; luego, la

expresion para el sesgo en este caso toma la forma siguiente,

o |—

0,401 || |0, +0p 8, +012 (5.623)

ay ay
EQ")—!):—— | -2 |41 P2 +%ln[———-—~29‘+9'3].

Ahora, puesto que la funcion In(x) es una funciéon concava, la expresion

(5.6.2.9) se puede escribir como

ar, o
20, +0
EQ:')ubs!:'l h_*h ]+-;ln{---"+—'2-—].

20, +012) 0, +0y

Por la desigualdad de Jensen para las funciones concavas, se tiene que
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ar, o
E&:‘]—bs]n o Mt +1] m
20.+012) || 2 [ 0. +6)2

El numerador del primer término de esta ultima expresion es el "hazard"

marginal de la distribucion Ryu, luego usando la expresion (5.6.1.7) para la

esperanza de "hazard" marginal, se tiene que

* -

0,+017 +1s 20, +0

® ¢ +

£b*)-bml| 22" + 1 e —C12 (5.62.10)
(©c+012) 0, +012

Analiticamente, la cota del sesgo en el caso particular de los parametros usados

en el estudio por simulacion sera en este caso
E(b") - b <0.60,
de donde,
SR >-30%.

El valor estimado por simulacién (-36 %) no es significativamente menor que la

cota inferior encontrada analiticamente, si se tiene en cuenta la variabilidad de
este estimador.

Modelos marginales

Tomando como referencia los "hazard" marginales de la distribucion
Sarkar, se evalia el sesgo por memoria de los modelos marginales para las
distribucion Block-Basu y Ryu.

Cabe recordar, que en el modelo PC se introduce un sesgo adicional por
ordenamiento de los datos, el cual es igual a los correspondientes en los modelos

condicionales. Entonces, aun si la distribucion subyacente de los datos fuera
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Sarkar, el modelo PC genera estimadores sesgados, y el sesgo se puede obtener
a través de la expresion (5.6.2.3). En el caso particular de los parametros usados
en el estudio por simulacion, este sesgo toma el valor de 0.26, de donde el
SR = -13 %. La diferencia entre el sesgo calculado y el estimado se puede

explicar por la variabilidad del estimador.

= Sesgo para la Distribucion Block-Basu

Usando el hecho que para la distribucion Block-Basu se verifica que su

"hazard" marginal cumple con
B +%012 < h'(t) < 6c +0y5,

se tiene que

0c +1072 . 0, +01.
2 12
II{W < E{bnzw)-b Sh|S—=|. (5.6.2.11)
Reemplazando los valores de los parametros dados en la Tabla 5.5.1, se tiene
que
-0.60 <E(b wiw)-b < -0.18

de donde se sigue que,

9% < SRWLW < 300/0,

que incluye al valor estimado (18%) en el estudio de Monte Carlo.

Considerando el sesgo generado por ordenamiento de los datos cuando

se usa el modelo PC, la expresion del sesgo para este modelo viene dada por
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lnl: T ]s E(bm) E() <n [ec +91J

donde bes el estimador del pardmetro, en el cual se genera sesgo por

ordenamiento. Reemplazando E(54) que se obtiene a partir de (5.6.2.3) se tiene
que

0, +16; s
o (e Rt +1In 20, +8), 5E(bpc)—b
y (5.6.2.12)

Elbyc)-5 < n [ﬂ] + é—ln{——ze‘ +61, ]

0,.+0,, 0.+6,,

Usando la desigualdad (5.6.2.12) en el caso particular de los parametros de la
Tabla 5.5.1, se llega a que

-0.36 <E(b p)-b < 0.07,

de donde se sigue que,
-4% < SRpc < 18%.

El SR estimado por simulacion (27%), resulto significativamente mayor que la
cota superior. Sin embargo, esto se explica si se considera que el sesgo estimado
por ordenamiento de los datos, es menor que el calculado por la expresion
(5.6.2.3), de manera que si en ambos miembros de la desigualdad (5.6.2.12) se

reemplaza el segundo término por el sesgo estimado (0.16) se obtiene que
-0.46 <E(b p)-b < -0.17,

lo cual conduce a un aumento de las cotas del SR, y de aqui una mayor

concordancia entre el valor estimado por simulacion y el calculado

analiticamente.
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= Sesgo para la Distribucion Ryu

De acuerdo a los resultados en la seccion anterior sobre la forma de las
marginales de la distribucion Ryu, el sesgo debido a la memoria marginal de

esta distribucion para el modelo WLW se puede expresar como

. 0, +015+1s
; h (¢ (ZE A
b‘(ﬂ;}.gw)-b =E{ j] <in|——2-|. (5.62.13)

h(t) 9‘._. +€|12

Luego, reemplazando los valores de los parametros de la distribucién Ryu

considerados en el estudio por simulacion se obtiene

E(b'wiw) — b <0.35,

de donde se sigue que,

SRwiw > - 17 %.
La diferencia entre este valor y el estimado por simulacién (- 25 %) se puede

explicar por la variabilidad del estimador (0.105).

Considerando el sesgo generado por ordenamiento de los datos, cuando

se usa el modelo PC, la expresion del sesgo para este modelo viene dada por

0, +01y +1s
L-‘Q;;C)-b T et B e +l1n[——2g‘ +0‘2].

0 | 27T, w6 (5.6.2.13)

Si se reemplaza en esta expresion los valores de los parametros de la Tabla 5.5.1
se obtiene

E(b'w)—b < 0.60,

y, entonces

SRpe > -30%.
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El valor encontrado por simulacién (-29 %) concuerda con lo encontrado por

simulacion,

En la siguiente tabla, a manera de resumen, se muestra los valores

estimados del SR en el estudio por simulacion y las cotas analiticas, para cada

situacion (eventos ordenados y no ordenados), cada modelo y cada tipo de

distribucion subyacente de los datos.

Tabla 5.6.1. Cuadro comparativo entre el valor estimado por simulacién y la cota obtenida analiticamente

a el sesgo relativo (SR) de los estimadores del pardmetro para cada una de las situaciones consideradas.

Eventos Ordenados o Recurrentes
' Distribucién AG OK PC | WLW
Monte Monte Monte Monte
t
Carlo Cota Carlo Cota Carlo Cota Carlo Cota
Sarkar 6% | <-6% | -9% | <-6% | 2% 19% | 217%
|
Block y Basu | -2% 3% 23% |[9%,30%] 40% | <38%
{ { 2
Ryu 25% |>-48% | -29% |>-48% | -23% | >-17% | -9% | >-17%
L. i
|
Eventos No Ordenados o Diferentes !
|
| Distribucién AG OK PC ] WLW .
| 1 1
g i
Monte Monte Monte Monte| :
ota | Cota
Carlo | ©® | curlo | ©* [carla| ™ |Carlo
Sarkar 15% | <-8% | -15% | <-8% | -8% | ~-13% | 0%
|
BlockyBasu| 1% [<26% | 2% | <26% | 27% |[-4%,18%]| 18% | [9%,30%]
' : | 1
Ryu -36% |>-30% | -36% |>-30% [-29% | Z-30% |.25% >-17% |
| | |
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Las celdas sombreadas indican la concordancia entre el tipo de modelo
(marginal o condicional) y el cumplimiento de la propiedad de falta de memoria

de la distribucion (marginal o conjunta).

7. Conclusiones

Del analisis de los resultados surge que:

A. En la situacion de eventos recurrentes:

v Sila distribucion subyacente de los datos goza de MLMP pero no cumple
con la propiedad de falta de memoria conjunta (Sarkar), los modelos
condicionales y el modelo PC tienen en general mejor comportamiento
que el modelo WLW; pero, esto se debe fundamentalmente al sesgo que
en este ultimo modelo se introduce por ordenamiento. Sin embargo,
como se discute en el Capitulo IV, si hay una fuerte correlacion entre los

tiempos de falla este tipo de sesgo llega a ser insignificante.

v Si la distribucion subyacente de los datos cumple con JLMP, pero carece
de MLMP (Block-Basu) el mejor comportamiento lo presentan los

modelos condicionales.

Si la distribucion subyacente de los datos posee memoria conjunta y
marginal (Ryu), el sesgo producido por ordenamiento en el modelo
WLW compensa en gran medida la memoria del proceso, generando el
menor sesgo en los estimadores. Sin embargo, si existe una fuerte
correlacion entre los tiempos de falla, debido a que el sesgo por
ordenamiento se hace despreciable, los modelos condicionales podrian

producir el menor sesgo en esta situacion.

v La memoria marginal y conjunta de los procesos no solo afecta

sensiblemente el sesgo de los estimadores sino también su variabilidad.
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v Para los eventos recurrentes si las distribuciones marginales son
exponenciales, es decir la distribucion tiene MLMP, la recomendacién es
usar el modelo PC. Si por el contrario, sus marginales se apartan
sensiblemente del modelo exponencial, pero la distribucion goza de
JLMP, el menor SR se consigue usando los modelos condicionales. Pero,
si la distribucion tiene tanto memoria marginal como conjunta se deberia
usar el modelo WLW.

B. En la situacion de eventos diferentes

v El ECM de todos los modelos es sensiblemente mayor si la distribucién

posee memoria marginal y conjunta, debido tanto al sesgo como a la

variabilidad de los estimadores.

v Sila distribucion subyacente de los datos goza de MLMP pero no cumple
con la propiedad de falta de memoria conjunta (Sarkar), los modelos
marginales son los que producen el menor sesgo relativo si en el modelo
PC se elimina el sesgo por ordenamiento, lo que equivale a tomar como

segundo tiempo de falla el tiempo total y no el tiempo interevento.

v §i la distribucion subyacente de los datos cumple con JLMP, pero carece

de MLMP (Block-Basu), los modelos condicionales son los que generan
el menor SR.

<

Si la distribucion subyacente de los datos posee memoria conjunta y
marginal (Ryu), el modelo WLW y el modelo PC generan el menor SR,

si en este wltimo se corrige el sesgo por ordenamiento.

<

Resumiendo, en el caso de eventos diferentes es conveniente usar el
modelo WLW, excepto en la situacion en que las marginales presenten
un gran alejamiento del modelo exponencial, en cuyo caso cualquiera de

los modelos condicionales (AG o OK) resulta adecuado.
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CAPITULO VI

TAMANO DE MUESTRA Y CENSURAS

1. Introduccion

En los capitulos precedentes se analizo en detalle el efecto de la correlacion
entre los tiempos de falla y la memoria de los procesos subyacentes en el sesgo de
los estimadores de los parametros de regresion, considerando siempre que se
dispone de tamafios de muestras grandes (n = 500) y porcentajes de censuras no
superiores al 25%. Sin embargo, en las muchas aplicaciones, debido a la naturaleza
del problema bajo estudio, no es posible alcanzar tamafios de muestras grandes y
porcentajes de censuras bajas. Por ejemplo, si la frecuencia de individuos en la
poblacién, que cumplen con los criterios de inclusion en el estudio es pequefia,
resulta casi imposible disponer de una cantidad importante de sujetos para el
estudio. Por otra parte, si la incidencia del evento es baja, se necesitaria periodos de
tiempos muy largos para obtener un pequefio porcentaje de censuras. Por lo tanto,
resulta de interés estudiar el efecto de la disminucion del tamafio de muestra y el
aumento del porcentaje de censuras en el sesgo de los estimadores del parametro
regresion, con el uso de los diferentes modelos considerados.

En la Seccion 2, se estudia la variacion del Sesgo Relativo, Error Estandar y
Error Cuadrdtico Medio de los estimadores del parametro de los modelos de
"hazard" proporcional, cuando disminuye el tamafio de muestra mediante un estudio
de Monte Carlo. En la Seccion 3, se analiza, mediante simulaciones, el efecto del
aumento del porcentaje de censuras tanto en el Sesgo como en el Error Cuadrético
Medio de los estimadores de los parametros en los modelos de regresion. Por

altimo, en la Seccion 4, se discute, comparativamente los resultados presentados en

las secciones previas.
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2. Efecto del tamaifio de muestra

Al igual que en los capitulos previos, para llevar a cabo el estudio, se
simulan datos como proveniente de la aplicacion de dos tratamientos hipotéticos,
reflejados en la covariable Z que toma valores cero-uno. Se considera el problema
de dos fallas, es decir k=2. Y, se simulan 100 muestras de diferentes tamafios n =

500, 200, 100 y 50, para cada una de las siguientes situaciones:

1) eventos recurrentes en los cuales los tiempos de falla intereventos tienen

conjuntamente la distribucion Sarkar, es decir, (X, X2) ~ S(0.04, 0.04, 0.01).

1) eventos diferentes donde los tiempos de falla totales se distribuyen
conjuntamente como una distribucién Sarkar, es decir (T, T2) ~ S$(0.04, 0.04,
0.01).

En todos los casos se considera el parametro del modelo de regresion by = -2
(k=1, 2); y un modelo de aleatorias uniformes con un porcentaje de censuras
promedio del 10%. Ademas, al igual que en los previos estudios de Monte Carlo, en
la situacion de eventos ordenados, si un individuo tiene la primera recurrencia
censurada, entonces tiene también censurada la segunda recurrencia.

A cada conjunto de datos simulados se aplica los cuatro modelos de
regresion usando el software desarrollado por Therneau (1995) para S-Plus.

También, para cada tamafio de muestra considerado y cada tipo de modelo
de regresion, se estima el Error Cuadratico Medio (ECM), el Error Estandar (SE) y,
por ultimo, el Sesgo Relativo (SR) del estimador 6 del parametro del modelo
usando la expresion (4.2.1) del Capitulo IV. Se calcula, ademas, el cambio relativo

del ECM respecto a n = 500 mediante
ECM relativo = ECM(n;)/ECM(500),

donde ECM(500) es el valor del ECM cuando se considera que se tiene un tamano

de muestra n = 500 y ECM(n;) el valor del ECM correspondiente a un tamafio de
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muestra n = n;. Por otra parte, La variacion del SR con el tamafio de muestra se

obtiene a través de la siguiente expresion
Cambio SR = SR(n;) — SR(500).

Los valores del ECM estimado a partir de las simulaciones, para los diferentes
tamafios de muestra, se muestran en la Tabla 6.2.1, y se representan graficamente en
las Figuras 6.2.1 y 6.2.2; los correspondientes valores del SR se presentan en la
Tablas 6.2.3, y en las figuras 6.2.5 y 6.2.6. Los valores del SE, se muestran en la
Tabla 6.2.5, y Figuras 6.2.9 y 6.2.10. El ECM relativo y el cambio del SR se

presentan en las Tablas 6.2.2 y 6.2.4 respectivamente, con sus correspondientes

figuras.
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3. Efecto de las censuras

El efecto del aumento del porcentaje de censuras en la precision del
estimador del pardmetro del modelo de regresion, para cada una de las propuestas,
se analiza mediante simulaciones. La muestras simuladas responden a situaciones
como las descriptas en la Seccion 2, pero en este caso se mantiene fijo el tamafio de
muestra, n = 500, y se consideran diferentes porcentajes de censuras C;. Para ello, se
usa un esquema de censuras aleatorias Uniformes, donde el porcentaje promedio de
datos censurados considerados en cada conjunto de 100 muestras, es de 0%, 1%,
10%, 21%, 25%, 48% y 60%, tanto en la situacion de eventos diferentes como
eventos recurrentes.

También, al igual que en la seccion anterior, se estima el ECM, SR, y SE.

Ademas, se calcula la tasa de cambio del ECM respecto al caso de 0% de censuras
mediante, la expresion

ECM relativo = ECM(C;)/ECM(0%),

y el cambio del SR a través de la expresion
Cambio SR = SR(C;) - SR(0%).

Los valores del ECM estimado, para los diferentes porcentajes de censuras,
tanto para eventos recurrentes como para eventos diferentes, se muestran en la
Tabla 6.3.1, y se representan graficamente en las Figuras 6.3.1 y 6.3.2; los
correspondientes valores del SR se presentan en la Tablas 6.3.3, y en las figuras
6.3.5y 6.3.6. Los valores del SE, se muestran en la Tabla 6.3.5, y Figuras 6.3.9 y
6.3.10. El ECM relativo y el cambio del SR se presentan en las Tablas 6.3.2y 6.3.4

respectivamente, con sus correspondientes figuras.
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4. Conclusiones

= Efecto del tamafio de muestra

A partir de estos resultados, y como era de esperar, se puede observar que la
precision del estimador del parametro del modelo se ve afectada por la disminucion
del tamafio de la muestra. Sin embargo, la disminucion en la precision es diferente
segun el modelo y segun se trate de eventos diferentes o de eventos recurrentes.

Basado en el ECM relativo, en la situacion de eventos recurrentes, el modelo
mas afectado por la disminucion del tamafio de muestra es el PC. Sin embargo, si se
observan los valores de ECM, ain para muestras de tamafio 50, la precision
correspondiente a este modelo es similar al de los modelos condicionales. El menor
ECM relativo si n=50 lo presenta el modelo WLW, en esta misma situacion, pero
mantiene los valores mas elevados del SR y del SE para cualquier tamafio de
muestra.

Mientras que, en la situacion de eventos diferentes, llama la atencion la
disminucion del ECM que experimentan los modelos condicionales y el modelo PC,
si el tamafio de muestra disminuye hasta n=100. Sin embargo, esto se explica si se
considera que el efecto de la disminucion del tamafio de muestra, es aumentar el
valor del estimador en todos los modelos y en todas las situaciones. Y, puesto que,
en la situacion de eventos diferentes, tales modelos subestiman el valor del
parametro si n=500, esto conduce a que el sesgo tienda a disminuir y asi aumenta la
precision del estimador. Por otra parte, la varianza del estimador es pequefia aun
para tamarios de muestra chicos.

Ahora, con respecto al efecto del tamafio de muestra en la variabilidad del
estimador, es similar en todos los modelos si se esta frente a la situacion de eventos
no ordenados. Sin embargo, en el caso de eventos ordenados o recurrentes la

variabilidad aumenta mas rapidamente en el modelo WLW. Por otra parte,
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cualquiera sea la situacién, el efecto diferencial del tamafio de muestra en la

precision, es mas apreciable en el sesgo que en la variabilidad.

= Efecto del porcentaje de censuras

Como se esperaba, el aumento del porcentaje de censuras disminuye la
precision del estimador del parametro del modelo de regresion, siendo el efecto
diferente segiin se trate de eventos diferentes o eventos recurrentes. Lo cual se
explica perfectamente si se tiene en cuenta que, en el caso de eventos ordenados,
una censura de la primera recurrencia implica que la segunda recurrencia tampoco
se observa, cosa que no ocurre en los eventos no ordenados.

Cabe destacar que, en todos los modelos y en todas las situaciones, si el
porcentaje de censuras no supera el 25%, no hay un efecto importante en la
precision, como ya lo afirmaron Prentice y Cai respecto al modelo propuesto por
ellos.

En la situacion de eventos recurrentes, el cambio relativo del ECM es
similar en todos los modelos si el porcentaje de censuras C; es menor al 50%; pero,
para valores mayores comienza a observarse un efecto diferencial entre los
modelos. Si bien el menor ECM relativo lo presenta el modelo WLW, cuando el
porcentaje de censuras es del orden del 60%, el correspondiente valor del ECM es
casi 10 veces mayor que el correspondiente al modelo AG. Por otra parte, los
valores menores que uno que presenta el ECM relativo para los modelos cuando C;
es igual al 1% 6 10% se debe principalmente a que si los datos no son censurados,
se presentan problemas de convergencia en el algoritmo computacional, y esto
produce una mayor variabilidad en el estimador, como se puede observar el la Tabla
6.3.5 de valores del SE. Con respecto al aumento del SR con el porcentaje de
censuras, se observa homogeneidad en los modelos condicionales y PC, mientras
que en el modelo WLW el SR crece mas rapidamente después del 25%. Por ultimo,

un aspecto que debe resaltarse, en esta situacion, es que el efecto diferencial del

aumento del porcentaje de censuras, es mas apreciable en el SE que en el SR.
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Analizando la situacion de eventos diferentes, llama la atencion el pequefio
efecto que tiene el aumento del porcentaje de censuras en el ECM de los modelos
condicionales. Por otra parte, las diferencias observadas del efecto antes
mencionado entre los modelos condicionales y marginales, se deben
fundamentalmente a que el aumento de las censuras afecta principalmente al SR de
estos tltimos. Por todo esto, en la situacion de eventos diferentes el porcentaje de

censuras no seria un criterio a tener en cuenta en la eleccion de los modelos.
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CAPITULO VII
ANALISIS DE LOS RESULTADOS Y CONCLUSIONES

Como ya se preciso en el Capitulo I, para el estudio del efecto de covariables
sobre el riesgo de falla, en el caso de tener datos de sobrevida multivariados, varios
modelos de regresion han sido propuestos usando una extension del modelo de
"hazard" proporcional debido a Cox para el caso univariado. Sin embargo, en el
contexto multivariado surgen algunos aspectos particulares que como ser: (a) la
presentacion de dos tipos de situaciones marcadamente diferentes, los eventos
pueden ser del mismo tipo y en ese caso se presentan de manera ordenada (eventos
recurrentes u ordenados), o los eventos pueden ser de diferentes tipos y ellos pueden
presentarse en cualquier orden (eventos diferentes o no ordenados); (b) los tiempos
de falla dentro de un mismo sujeto pueden estar correlacionados. Atendiendo a estas
particularidades, algunas propuestas modelan el "hazard" condicional de los
tiempos de falla (modelos condicionales), y de esta manera naturalmente tienen en
cuenta el orden de los eventos, mientras que otras modelan el "hazard" marginal de
los tiempos de falla (modelos marginales). La discusion sobre la bondad de las
diferentes propuestas para estimar de manera eficiente el verdadero efecto de las
covariables se centré en la consideracion del orden de los eventos y en el manejo de
la correlacion entre los tiempos de falla dentro de un mismo individuo. Intentando
poner luz sobre esta discusion, durante el desarrollo de este trabajo, surgié otro
interrogante que no se encontrd planteado en la literatura, y es el referido a la
suposicion que tienen todos los modelos propuestos de que el proceso subyacente
que generan los datos no tiene memoria. Usando los conceptos debidos a Ryu
(1993) quien define dos tipos de memoria (marginal y conjunta) en una distribucion
bivariada, se estudi6 el comportamiento de los diferentes modelos cuando no se
cumplia la propiedad de falta de memoria de los procesos subyacentes.

Los estudios de Monte Carlo muestran que el problema mas importante que

presentan los estimadores de los parametros de los modelos de regresion tipo Cox,
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cuando no se cumplen los supuestos bajo los cuales se derivaron sus propiedades, es
la introduccion de sesgos, que en algunos casos alcanzan el orden del 50% del
verdadero valor del parametro, ya sea subestimando o sobrestimando dicho valor. Si
bien en algunas situaciones el Error Estandar del estimador es casi tres veces mayor
que el que se obtiene cuando los datos cumplen con los supuestos del modelo, la
variabilidad de los estimadores es tan pequefia que se puede desestimar frente al
aumento del sesgo. Esto motivo que en esta tesis el estudio analitico se concentrara
en buscar cotas para los sesgos.

Por razones de claridad en el analisis, el estudio del efecto de la correlacion
entre los tiempos de falla, de la memoria del proceso, del tamafio de muestra y del
porcentaje de censuras, se analiza por separado, aunque, como se explicita en el
analisis, los sesgos actiian de una manera acumulativa, compensando sus efectos en
algunos casos o aumentandolos en otros.

Por otra parte, es importante destacar que en la situaciéon de eventos no
ordenados o diferentes ademas de los sesgos que se producen por falta de
cumplimiento de los supuestos, en los modelos AG, OK y PC se generan sesgos por
consideraciones respecto a como se ordenan los datos para usar el programa
computacional propuesto por Therneau (1995), que aqui se denominan sesgos por
ordenamiento. Sin embargo, estos sesgos por ordenamiento generados por el
modelo PC responden mas a la sugerencia de Therneau de considerar que el modelo
responde a una estructura de proceso Marcov, que parece ser mas apropiada en el
caso de eventos ordenados o recurrentes, y no a un proceso semi Marcov como lo
puntualizan Prentice y Cai (1992) en su propuesta, que afirman que la eleccion de
uno u otro tipo de modelo dependera de cada situacion particular que se estudie.
Otro problema adicional se presenta en el modelo WLW en la situacion de eventos
ordenados que proviene de considerar que los individuos estan expuestos al riesgo
de tener cualquiera de las fallas desde el comienzo de la observacion. Esto, que
tiene sentido en el caso de eventos no ordenados, produce importantes sesgos en el

caso de eventos recurrentes, como ya lo sugerian algunos autores y lo enfatizd
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Oakes en su publicacion de 1997 y en la discusion que él hace del trabajo publicado
por Wei y Glidden (1997).

A partir de estas consideraciones y de las expresiones para las cotas
encontradas, se puede inferir que en el caso de los modelos marginales (PC y
WLW) este tipo de sesgos se puede evitar usando los tiempos intereventos de cada
falla, en ambos modelos en la situacion de eventos ordenados o recurrentes y
usando los tiempos totales (desde el comienzo de la observacion) de las fallas en la
situacion de eventos no ordenados o diferentes. Por otra parte, el efecto del
ordenamiento en los modelos condicionales, es similar al del modelo PC si la
correlacion es menor de 0.6. Sin embargo, para correlaciones entre los tiempos de
falla superiores a 0.6, el valor del sesgo generado por usar el "hazard" condicional
en la ecuacion de verosimilitud parcial, empieza a ser importante frente al sesgo por
ordenamiento, si el parametro 8. es pequefio (ecuacion 4.4.2.3 y Fig. 4.2.15).

Un analisis global permite afirmar que, en general, los cuatro modelos
estudiados son méas robustos a la falta de cumplimiento del supuesto de
independencia y al aumento del porcentaje de censuras, en la situacion de eventos
no ordenados o diferentes que en la de eventos ordenados o recurrentes. Sin
embargo, de manera inversa, ellos se muestran mas robustos en la situacion de
eventos recurrentes, cuando no se cumple el supuesto de falta de memoria del
proceso subyacente. La disminucion del tamafio de muestra aumenta el sesgo de
todos los modelos de una manera similar en ambas situaciones, aunque el efecto
diferencial se observa en el cambio de variabilidad, que es mas pronunciado en la
situacion de eventos recurrentes y se repite cuando aumenta el porcentaje de
censuras.

Con respecto al porcentaje de censuras, si éste no es superior al 25% no se
observa un efecto diferencial entre los modelos.

Otro punto importante de destacar es que en la literatura no se encontrd
ninguna preocupacion por los problemas que podrian surgir si no se cumple el
supuesto de falta de memoria en los procesos subyacentes, que se presenta con

frecuencia en la practica, como lo destaca Ryu (1993). Sin embargo, como se
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demuestra en este estudio, la precision de los estimadores se ve mas afectada por la
memoria de los procesos que por la falta de correlacion entre los tiempos de falla.
Este problema resulta aiin mas complicado si se tiene en cuenta que es mas sencillo
verificar la presencia de correlacién entre los tiempos de falla que la memoria de los
procesos, especialmente la memoria conjunta. En efecto, la falta de memoria
marginal, equivalente a decir que las marginales son exponenciales, no nos dice
nada sobre la de memoria conjunta del proceso, y hasta ahora no se encontro en la
literatura ninguna propuesta para someter a un test esta propiedad. De esta manera,
solo el conocimiento “a priori” de la situacion particular que se estd analizando
podria dar alguna informacién sobre este punto.

Debido a las diferencias de comportamiento de los modelos para las

diferentes situaciones, a continuacion se analiza por separado cada una de ellas:

A. En la situacion de evenfos recurrentes:

La tasa de cambio del SR, con respecto al sesgo bajo independencia (Fig.
4.2.14), muestra que no hay grandes diferencias entre los modelos con respecto a la
velocidad de crecimiento de la subestimacion del parametro, a excepcion del
modelo OK que aparece como mas sensible a los efectos del aumento de la
correlacion. Esto parece contradecir la propuesta de Oakes que intenta corregir el
modelo AG introduciendo un factor que capture el efecto de la correlacion dentro
de los individuos y asi, indirectamente, contemplan la correlacion entre los tiempos
de falla. Sin embargo, esta aparente contradiccion se debe a que los datos tienen una
distribucion Sarkar, la cual es una distribucion con memoria conjunta, y en el
estudio sobre el efecto de la memoria del proceso en el sesgo de los estimadores
este modelo aparece como el mas afectado si el proceso subyacente posee este tipo
de memoria.

Si se tiene en cuenta el efecto de la memoria de los procesos en los sesgos de
los estimadores, se puede inferir que los modelos condicionales son los mas
robustos a la presencia de uno sélo de los tipos de memoria (marginal o conjunta),

mientras que los modelos marginales son mas sensibles a la memoria marginal. Sin
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embargo, y a causa del efecto compensador del sesgo por ordenamiento, el modelo
WLW es el que presenta el menor SR, si el proceso subyacente de los datos posee
ambos tipos de memoria.

Por tltimo, en la situacién de eventos recurrentes, y teniendo en cuenta todas
las posibles fuentes de sesgos estudiadas, los modelos AG y PC aparecen como los
mds recomendables en cualquier caso, a excepcion de que se tenga fuerte evidencia
de que el proceso posee ambos tipos de memoria y la correlacion entre los tiempos

de falla sea muy pequeiia o nula, y en ese caso se sugiere usar el modelo WLW.

B. En la situacion de eventos diferentes:

En la situacion de eventos diferentes, la mayor pérdida de precision de los
estimadores de los modelos, llega a través de la memoria del proceso suyacente
generador de los datos. Por otra parte, una particularidad que se presenta en esta
situacion, es la similitud entre los modelos marginales y entre los modelos
condicionales, con respecto al cambio en el SR de los modelos cuando aumenta el
grado de correlacion entre los tiempos de falla, similitud que seria ain mas
acentuada, si en el modelo PC se considera que los datos responden a un proceso
semi Marcov. Esto se repite, ademas, cuando se considera el efecto del tamaiio de
muestra y el aumento del porcentaje de censuras.

En los modelos marginales, que aparecen como muy robustos con el
aumento de correlacion entre los tiempos de falla, la magnitud del sesgo se hace
muy significativa si el proceso posee memoria marginal, sin importar la memoria
conjunta, que lo tnico que produce es un cambio de signo. Por otra parte, si el
proceso posee s6lo memoria marginal, el sesgo de los modelos condicionales es casi
10 veces menor que el de los modelos marginales.

Por ultimo, en la situacion de eventos diferentes, y teniendo en cuenta todas
las posibles fuentes de sesgos estudiadas, los modelos marginales, con la
correccion propuesta para el modelo PC, aparecen como los mas recomendables si
la distribucion posee memoria marginal, en caso contrario se deberia usar

cualquiera de los modelos condicionales.
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Los objetivos de esta tesis quedan hasta aqui alcanzados, pero a partir de los
problemas que se ponen en evidencia en el analisis de los resultados y de otros que
se insindan en el desarrollo de esta investigacion, surgen nuevos interrogantes que

puede dar lugar a futuras investigaciones, como ser:

= ;Como se verifica, a partir de los datos, el cumplimiento de la falta de

memoria conjunta de procesos multivariados?.

= Si la distribucion subyacente de los datos posee ambos tipos de memoria,
;qué modificacion deberia hacerse a los modelo tipo Cox para aumentar

su precision, o seria conveniente usar otro modelo diferente?.

= (Cémo afectaria la violacion del supuesto que los hazard condicionales
sean proporcionales, fundamentalmente en el caso de eventos

ordenados?.



ANEXO 1

CONCEPTOS Y RESULTADOS ADICIONALES DE LA TEORIA DE
PROCESOS DE CONTEO APLICADOS AL ANALISIS DE SOBREVIDA

Definicion 1: Un proceso estocdstico es una familia de variables aleatorias

X={X(t): tel'} indexada por un conjunto I', definidas en un espacio de
probabilidad (2,3, P).

Aqui se considera I' =R" = [0,t).

Definicion 2: X(. , ®): R" > R, ©® € Q se denomina una trayectoria o una
realizacion de X.

Definicion 3: Sea X un proceso estocastico, entonces, se dice que X es
integrable si

supE| X(t)|<oe
0<t<w

‘Definicién 4: Sea X un proceso estocastico, entonces, se dice que X es
cuadrado integrable si

sup E{.\’(r}}2 <

0st<e

Definicion 5: Sea X un proceso estocastico, entonces, se dice que X es
acolado si y solo si existe una constante finita G tal que

P[sup|X(t)| < Gl =1

Ost<w



Definicién 6: Una familia de sub o-algebras {3 t > 0} de una c-lgebra de J
se dice que es creciente, si para s < t, entonces 3, C J; .

Definicién 7: Una familia creciente de sub o-algebras se llama una filtracion.

Definicién 8: Una filtracion {3, t > 0} se dice continua a derecha si y sélo si
para todo t 3 = I,

La mayoria de las filtraciones son historias de procesos estocasticos.

Definicion 9: Una base estocdstica es un espacio de probabilidad (€2,3, P)
equipado con una filtracion continua a derecha {3: t = 0} y que
denotaremos como (€2, J,{3: t =0} , P).

Definicion 10: Una base estocastica se dice completa si 3 contiene todos los
subconjuntos de P-medida nula.

Definicién 11: Un proceso estocastico se dice adaptado a una filtracion
{3 t >0} siparatodot =0, X(t) es J;-medible.

Cualquier proceso es adaptado a su historia.

Definicion 12: Un proceso estocastico {N(t): t = 0} es un proceso de conteo si:
1. Es adaptado a una filtracion {J;: t = 0}
2. N(©0)=0
3. N(t)<w
4. Sus realizaciones cumplen con las siguientes propiedades:
i) Son continuas a derecha con probabilidad 1
ii) Son constantes a trozo
iii) Tienen solo discontinuidades a salto
iv) Los saltos son de tamafio +1
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A partir de la definicion se puede mostrar que N(t) - N(s) es el niimero de eventos

que ocurren en el intervalo (s, t]. Mas ain, si N es un proceso de conteo y f una

[}
funcion de t (posiblemente aleatoria), si 0 < s <t < co entonces [f(w)dN(u) es la

representacion integral de Stieljes de la suma de los valores de f en los saltos de N

en el intervalo (s, t].

Para pensar el proceso estocastico en términos de la distribucién condicional de su
futuro comportamiento dada su evolucion actual, es decir, en términos de X(t+s)
dado {X(u): 0 < u < t} se hace necesario dar una definicién general de esperanza
condicional. Esta definicion surge, intuitivamente, de la definicion estandar si se
piensa que condicionar sobre la trayectoria del proceso hasta el tiempo t es

equivalente a condicionar sobre la o-algebra autogenerada por el mismo proceso, es

decir, sobre o{X(u): 0 <u<t}.

Definicion 13: Sea Y es una variable aleatoria sobre un espacio de probabilidad

(©,3, P), f una sub o-algebra de J, y X una variable aleatoria que
satisface las siguientes condiciones:

1. Xes p-medible, y

2. sYdP=J3XdP paratodoB € .
Entonces la variable X es llamada la esperanza condicional de Y dado ¢,
y es denotada por E(Y| ).

Definicion 14: Sea X = {X(t): t > 0} un proceso estocastico continuo a derecha
y con limites a izquierda; y, sea {3 t 2 0} una filtracion, definida sobre
un espacio de probabilidad comun, entonces, se dice que X es una
martingala con respecto a {3 t = 0} si:

1. Xesadaptadoa {J,:t=0},
2. E|X(t)| < oo para todo t < oo,
3. E{X(t+s)| 3;} = X(t) a.s. paratodos >0,t=>0.
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Definicion 15: X es llamada una submartingala si la condicion 3 de la
Definicion 14 es reemplazada por

E{X(t+s)| 3} = X(t) as.

Definicion 16: X es llamada una supermartingala si la condicion 3 de la
Definicion 14 es reemplazada por

E{X(t+s)| 31} < X(t) as.

Definicion 17: Sea (Q, 3, P) un espacio de probabilidad con filtracion {3
t>0}. La c-algebra en [0,00]xQ2 generada por todos los conjuntos de la
forma

[0]xA, Ae3, vy (a,b]xA, 0O<a<b<w, AeJ,

es llamada la o-dlgebra predictible para la filtracion {3: t > 0}.

Definicion 18: Un proceso X es predictible con respecto a una filtracion, si X
es medible con respecto a la o-algebra predictible generada por dicha
filtracion. Llamaremos entonces a X un proceso J, -predictible.

Intuitivamente, un proceso X se dice que es predictible si su comportamiento en t

es determinado por el comportamiento en [0, t) para cualquier t.

Teorema 1 (descomposicion de Doob-Meyer): Sea X una submartingala no
negativa continua a derecha con respecto a una base estocastica
(Q, 3,{3 t > 0}, P). Entonces existe una martingala continua a derecha
y un proceso predictible creciente continuo a derecha A, tal que

EA(t) <oy
X(t) = M(t) + A(t) as.

Paratodot>0. Si A(0)=0a.s., ysi X=M+A’ es otra descomposicion
con A’(0) = 0, entonces para todo t > 0,



P{M'(t) = M(t)} = 0 = P{A(t) = A(t)}

El teorema de la descomposicion establece que para cualquier submartingala X no
negativa y continua a derecha, hay un tnico proceso predictible creciente y continuo
a derecha A tal que A (0) =0y X — A es una martingala. Ya que cualquier proceso
adaptado no negativo y creciente con esperanza finita es una submartingala,
entonces, para cualquier proceso de conteo N con esperanza finita, hay un tnico

proceso A, tal que N — A es una martingala.

Corolario 1: Sea {N(t): t = 0} un proceso de conteo adaptado a una filtracion
{3 t = 0} con EN(t) < o para todo t. Entonces, existe un unico
proceso J3-predictible A creciente y continuo a derecha tal que A(0) =
0 as., EA(t) <co para todo t, y {M(t) = N(t) — A(t): t = 0} es una
Ji-martingala continua a derecha.

Definicion 19: El proceso A de la descomposicion de Doob-Meyer es llamado
el compensador para la submartingala X.

El método de martingala para los modelos estadisticos con procesos de conteo, es
util solo en las situaciones en las cuales A es conocido o puede ser calculado. Una
interpretacion mas intuitiva de la descomposicion de Dobb-Meyer es considerar que
M es el proceso puro ruido, entonces la parte sistematica de un proceso de conteo
es su compensador: Un proceso predictible que varia suavemente, el cual sustraido

del proceso de conteo deja un proceso ruido no predictible de media cero.

Definiciéon 20: Sea M una martingala continua a derecha con respecto a una
filtracion {3;: t = 0}, si se supone que EM(t) < o para todo t > 0O;
entonces, existe un unico proceso predictible continuo a derecha y
creciente (M,M ), llamado la variacién cuadratica predictible de M o
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proceso de variacion predictible de M, tal que M,M (0) = 0 as.,
EM,M)(t) < o para cada t, y {M*(t)- M,M (t): t > 0} es una
martingala continua a derecha.

. . . I -

Si se considera el proceso M?, aunque M sea puro ruido, M” tiene una tendencia a
crecer con el tiempo. De la definicién se puede inferir que la componente sistematica
(su compensador) de este proceso es precisamente el proceso de variacion

predictible. Por otra parte, ya que d/M, M (t) = E[dM?(t)|3.], se puede evaluar los

incrementos del compensador de M? mediante,

dM)(t) = M[(t+dt)-]* — M(t-)*
= [M(t-) + dM(®)]* - M(t-)’
= [dM()]* + 2dM(t)M(t-)

Puesto que E[dM(t)M(t-)|T..] = M(t-)E[(dM(t)|S..] = O por definicion de martingala,

se tiene que
E[d(M?)(D]3.] = E[(dM()’|3.] = var[dM()]3.]

Esta ultima igualdad muestra que los incrementos del compensador de M” es la
varianza condicional de los incrementos de M, o sea que el proceso M,M (t) puede
ser interpretado como la “suma” de la varianza condicional de dM(s), dada la
informacion hasta el tiempo s. El proceso de conteo N es tal que para cada t, N(t) es
una variable aleatoria cero-uno con E[dN(t)|3t-] = dA(t), y la var[dN(t) — dA(t)|3t-]
= var[dM(t)|3t-] = dA(t)(1 — dA(t)). De esta manera, cuando A es continua
var[dM(t)|3t-] =~ dA(t), y entonces, el proceso de variacion predictible de

M, M,M (t), es simplemente A(t). Este sorprendente resultado se relaciona al

hecho que para una variable aleatoria Poisson la media y la varianza coinciden y que
un proceso de conteo localmente al tiempo t y condicionado sobre el pasado es un

proceso Poisson con tasa /'1'.(!)‘
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A partir de las propiedades de las martingalas se puede demostrar el siguiente

teorema

Teorema 2: Sean M; y M martingalas continuas a derecha con respecto a una
base estocastica, tales que E{M;(t)}* < o para todo t > 0 e i=1.2.
Entonces, existe un proceso predictible continuo a derecha M;,M, ,
llamado proceso de covariacion predictible, con 'M;,M, (0)=0y con
E(M,,M,) (t) < tal que:

1. (M,;,M, es la diferencia de dos procesos predictibles continuos a
derecha y crecientes.
2. MiM; - M|,M; esuna martingala.

La propiedad 1 implica que (M;,M, ) tiene trayectorias de variacién acotada y
ademas se cumple que d M;,M,  (t) = cov{dM,, dM;|3.} y asi es muy atil para
calcular la covarianza entre martingalas.

Corolario 3: Sean M; y M, J-martingalas continuas a derecha tales que
E{Mi(t)}* < o para todo t > 0 e i=1,2. Entonces, el proceso M;M,
continuo a derecha es una martingala si y solo si M;,M, =0. Y en

este caso se dice que M, y M, son ortogonales.

Dos maringalas ortogonales son no correlacionadas si M,;(0) y M3(0) son no

correlacionadas.

Teorema 3: Sea N un proceso de conteo con EN(t) < o para todo t, y sea
{3, :120} una filtracion continua a derecha tal que:

1.M =N — A es una J-martingala, donde A ={A():7>0} es un
proceso J-predictible con A(0) = 0.

2. H es un proceso J-predictible y acotado.
Entonces el proceso L dado por

(]
L(t) = [ H (u) dM (u)
0

es una J;-martingala.
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Este teorema adquiere una importancia fundamental en la derivacion de los

estimadores de los coeficientes de regresion, ya que la verosimilitud parcial toma la
forma del proceso L(t).
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