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PROPOSITO

El modelo de regresidn & ifrozZzos es  adecuado  cuando la
relacidn  entre las variables tiene distintas expresiones
funcionales en partes del gominic des gefinicidn, como
consecuencia del comportamiento de variables que pueden ser o no
variables explicativase del modelo. En los daltimos afios se observe
un interés creciente de los estadisticos por este tema dade 1z
gran cantidad de situwaciones donde este modelo constituye una

descripcidén adecuada de la relacidn entre las variables.

En esgte frabajo se realiza una presentacidn uniticads de los
aportes mas significaltiveos al tema realizados haste este momento.
gque permite superar algunas de las dificultades gque presenta su
estudioc, entre las gue se puede citar lc disperso de 1la
bibliografia, las diferencias entre las notaciones utilizadas por
los autores v el hecho de gue en muchos trabajos se tfrata un
problema particular del modelo de rearssidén & trozeos sin hacer
referencia a una teoria general. Todo ésto hacia dificil el

esfuerzo para integrar ¥ comparar los distintos aportes ademéas de

obstaculizar la comprensidn de cada problema.

En este trabajo se ha encontrade la expresidn de un  modeld
geneiral gue permite replantear los problemas  tratadeos en 1
bibliocgratia como casos particulares. Este modelo
incorpora a la variable gue gobierna el cambic de régimszn &l
cenjunto de variables independientes, con un co
sera estimado cuando pertensezca a las variables eu

gque se supondra igual a cero cuando no pertenezca.
Los trabajos se han clasificado de acuerde al tipo de
variable que gobierna 2l cambio de régimen, gue puede ser una

variable conocida que pertenece o-no al  conjuntn de variahles

explicativas del modelo, una combinacidén lineal de es=te tipo de

variables conocidas(gue perienecen o© no  al modelo), C. por

gltimo, una variable desconocida.

Los problemas estadisticos que presenta este modele



estimacién del nUmero de fases de la regresidn, de la ubicacidn
del punto de cambio de régamen y de lops restantes paréametrosz de

la regresidn v la realizacidn de tests de hipdtesis sobre los

parametros.
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Capitulo 1

1. INTRODDUCCION Y CONTENIDO DEL INFORME

Una de las metas de la investigacidén cienti{ficas es
encontrar,describir y analizar relaciones entre variables en el
mundo real, y una de las formas de hacer este anilisis es hallar
funciones que describan dichas relaciones. Puede sostenerse que
ésto es una abstraccién matematica, ya que no existen relaciones
exactas en la naturaleza. Sin embargo el concepto es importante
pues aungque la relacidén entre las variables no sea exacta puede
encontrarse a veces alguna funcién que la describa con gran
aproximacién. Esta idea origina una cantidad importante de
métodos estadisticos: en ellos una variable Y esta relacionada

con una o mé&s variables xi....,x de manera gque se considera la

k!
relacién funcional

Y=f(X1,...,Xk) . . (1)

Esta relacién puede provenir de teorias propias del campo sujeto
a andlisis, puede ser una manera practica de resumir una gran
cantidad de informacién sobre un tema, ©O reconocer otros
origenes. Desde el punto de vista estadistico interesa el caso en
que (1) no es exactamente una igualdad sino que existe  una

componente aleatoria de error(por ejemplo aditiva}

Y=f(X1,...,Xk)+£; (2)

donde f(Xl,...,XkJ es una funcidén de X=(X1,...,Xk)', que
explicita la relacién entre las variables, definida en un dominio
D; puede ser del +tipo paramétrico que es cuando existe un
conjunto de parametros (constantes) que en el caso mas sencillo
son “portadores" de las variables. En general la forma funcional
de f(X) es conocida pero los parametros son desconocidos. X es
la variable independiente o predictora e Y es 1la variable
dependiente o de respuesta. Aunque la variable aleatoria £ no es
observable algo sobre su distribucién es a menudo establecido

como parte del modelo.

Una forma funcional ampliamente usada es la linpeal
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Y=ﬂ1x1+"'+ﬁkxk+£ (3)
pues aun cuando ésta no sea la forma funcional verdadera si el
rango de operacidén es peguefio puede aproximarla adecuadamente.

En el caso hipotético de que no hubiese un término de error
en la ecuacidén, podria obtenerse una solucidén matematica para los

parametros con sélo tener tantas observaciones como parametros a

estimar,es decir,

Y=ﬁixﬂ+...+ﬁkxk“ i=1,24.0:5kKs (4)

Sin embargo en la practica el término de error estad siempre
presente y su valor es desconocido por lo que deben buscarse
formas alternativas para "estimar" estadisticamente los
parametros a partir de N observaciones de las variables:

P e P d
Y’,X“, ,Xkd, " YN’X1N’ ’ka’ e manera gue tenemos

Y=ﬁtxn+-..+ﬁkxh+£L, i=1,2y.0-3N. (3)

Las N ecuaciones en (5), donde en general N s mayor gue k.,
constituyen el modelo de regresién maltiple. El término regresién
fue usado por primera vez por Francis Galton(188é6) en un articulo

muy famoso publicado en los Proceedings of the Royal Society.

Una restriccién importante de (5) es gque el conjunto de
parametros es fijo y tiene validez para todas las observaciones.
Esto puede resultar muy restrictivo; si el indice i Tfuese el
tiempo, cambios (suaves) a través del tiempo podrian implicar que
si ﬁo’ﬁz""’ﬁk sirven para ajustar las observaciones
i=1,2,...ﬂu otro conjunto distinto ﬁé,ﬁ;,...,ﬁ; sera necesarioc
para el resto, i=n1+1,...,N. Surge intuitivamente entonces la
idea de un modelo de regresidn a trozos que es un modelo de
regresién que presenta distintas formas funcionales en distintas
regiones del dominio de definicién, debido a 1la influencia de
variables que pueden pertencer o no al modelo.

Esto se presenta por ejemplo en:

Economia: donde algunas de las variables macro-economicas
sufren modificaciones debidas a los cambios estructurales en 1la

economia ocasionados por cambios repentinos en la politica



Capitule 1

econdmica, asf como también por desastres naturales(epidemias,
inundaciones, guerras, etc.).

Tomografia computada: donde 1la densidad de 1los materiales
analizados puede tener discontinuidades debidas a tumores o
simplemente a la distinta composicién del material estudiado.

Procesamiento de imagenes: donde la intensidad de la luz de una
imagen cambia de un objeto a& otro.

En los ultimos afios se observa un creciente interés de los
estadisticos por resolver los problemas de estimacién y tests que
presenta este modelo pues a su indudable importancia practica se
suma el interés tedérico que su estimacién despierta, vya que su
tratamiento requiere el desarrollo de nuevas teorias que permitan
resolver los complicados problemas que en ella se presentan.

Al abordar el estudio de este modelec se deben enfrentar
algunas dificultades. La primera de ellas es lo disperso de 1la
bibliografia; las contribuciones que se han hecho hasta el
momento sobre el tema se hallan publicadas en muchas revistas
especializadas y tesis doctorales. Ademas cada una de ellas trata
casos particulares del modelo de regresidén a trozos, peroc ninguna
hace referencia a wuna teorifia general.Hasta 1la notacién v
planteamiento del modelo es distinto en muchos casos. Esto hace
'dificil el esfuerzo para integrar vy comparar los distintos
aportes, ademas de obstaculizar la comprensién de cada
problema.En este trabajo se realiza una presentacidén unificada de
los principales trabajos sobre el tema. Para ello se debi¢ hallar
la expresién de un modelec general que permitiera expresar los
casos tratados como casos particulares de dicho modelo general.

Esta tesis ha sido dividida en seis capftulos, donde en el
capitulo II se preseﬁta la expresién general del modeloc de
regresién lineal maltiple a trozos de r fases con (r—1) puntos de
cambio de régimen; en el capitulo III se tratan los trabajos en
gque la variable gue gobierna el cambio de régimen no pertenece al
modelo, en el capitule IV aqguellcs en que 1la variable que
gobierna el cambio de régimen pertenece al modelo, en capitulc V
aguellos en que la variable gque gobierna el cambio de regimen es

una combinacidén 1lineal de variables que pertenecen Y no

7|
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pertenecen al modelo, o es una variable desconocida y por dltimo
en el capitulo VI se presentan las conclusiones de este trabajo y
se proponen posibles temas de estudio para el futuro. Ademéas
cada capituleo ha sido dividido en secciones teniendo en cuenta
que €l problema tratado sea de estimacién o de tests de
hipétesis. En el primer caso se deben considerar:(A) estimacidn
del numero de fases,(B) estimacién de la ubicacién de los puntos
de cambic de régimen,(C) estimacidn de los restantes parametros
de la regresidén; v en el segundo se deben considerar:(D) tests de
hipétesis sobre la existencia de un punto de cambio en el
modelo, (E) tests de hipdtesis sobre la ubicacidén de los puntos de
cambio de régimen, (F) tests de hipétesis sobre 1los restantes

. parametros de la regresidn.
El siguiente cuadro muestra 1los temas abordados en los

capi{tulos III, IV vy V.

Estructura esquem&tica del contenido del trabajo,

con indicacidén de las areas que han sido
tratadas en la literatura.

Yanis Capitulo III Capitulo IV Cap{tulo v
Variable no Variable per—| Variable es
pertenece al tenece al mo—| combinacidén
modelo delo lineal o es

' desconocida.

Estimacidén

A.Ndmero de fases * X
B.Ubicacién de los X X
puntos
C.Restantes parame X X
tros

Tests

D Existencia de X b3
puntos de cambio

E.Ubicacién de los X
puntos

F.Restantes parame X X X
tros {

En cada seccidn se han clasificado los trabajos teniendo en
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cuenta el ndmero de variables explicativas y el numero de fases

del modelo.

14)]



Seccidn 2.1
2. MODELO DE REGRESION A TROZIOS DE r FASES

CON (r-1) PUNTOS DE CAMBIO

2.1. Expresion Matricial del Modelo de Regresién

En esta seccidn se recordara la expresién matricial del
modelo de regresidén mdltiple para hacer mas sencilla la
presentacién del modelo de regresién a trozos. En general el

modelo puede expresarse:

Y=Xf3+ts , (2.1)
donde Y=(Y1""’YN)‘ es un vector aleatorio observable,
X=[x;,x;,..., xé)‘ es una matriz de numeros fijos observables, x’

y 1

es el vector de observaciones realizadas en cada individuo,
ﬁ={ﬁo,...,ﬁk)' es un vector de parametros no observable definido
en el espacio paramétrico vy s=(si,...,sN)' es un vector
aleatorio, no observable, gque en general se supone con
distribucidn normal N(O,ale)dnnde N es el tamafio de la muestra.
Note gue los vectores & matrices representadas por letras griegas
(B, £s8tc.) no estan en "negrita"”; sin embargo el contexto
aclarara en cada casp cémo se usa el simbolo.

La expresién matricial del modelo de regresidén mualtiple

para (k+1) regresores y N observaciones es:

oy susly

DD
+

con £ que se distribuye N(O,o}INJ.
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2.2. Modelo de Regresién a Trozos

2.2.1. Antecedentes

En una gran cantidad de situaciones existen razones para
suponer que la relacién cambia en uno o mAs puntos del dominio de
definicién por influencia de una o mas variables que pueden estar
o no entre las variables explicativas de la regresién. El1 modelo
de regresidén a trozos postula que la relacién entre 1la variable
dependiente ¥ vy la variable independiente X'={X0,X1,...,Xk)'
sigue r regimenes distintos (r=2,3,4...) en el rango de
variacidén de X, es decir que existen (r—1) puntos de cambio de
régimen.

Los primeros trabajos que hemps considerado en esta tesis
pertenecen a Quandt y fueron editados en 1998 y 1960. Desde esa
fecha hasta la actualidad la cantidad de publicaciones sobre el
tema es considerable; al abordar su estudic se encuentra entre
ptras las siguientes dificultades: la diversidad de notaciones
utilizadas, la falta de fundamentacién de los métodos propuestos
como soluciones a los problemas estadisticos tratados ( sobre
todo en los primeros trabajos sobre el tema), el tratamiento
separado del caso en que la variable que gobierna el cambio de
régimen pertenece o no al modelo, el tratamiento séparado de
cada caso particular sin hacer referencia a una teoria general,
la gran cantidad de problemas de inferencia estadistica que se
presentan y por Ultimo la comparacidén de las soluciones dadas por
distintos autores para resolver problemas de estimacidon o de

tests de hipétesis gue presenta el modelo.

2.2.2. Expresidn matricial del modelo de regresién a trozos

Como ya sefialamos el principal objetivo de este trabajo es

realizar una presentacién unificada del estado actual del
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conocimiento sobre el modelo de regresién a trozos que minimice
los problemas mencionados en la seccidén anterior.Para lograrlo
fue necesario en primer lugar encontrar una definicién general
del modelo de regresidén a trozos gque permita tratar +todos 1los
casos particulares citados en 1la bibliografia como un casc
particular del mismo, y de esta forma integrar los aportes de los
distintos autores y ademas unificar y simplificar el estudio del
tema.

Una forma sencilla de solucionar este problema es el de
incorporar a la variable gue gobierna 1los cambios de régimen
entre las variables independientes de 1la regresién, con un
coeficiente que serid estimado en el caso de que ella sea una
variable que pertenece al modelo y se supondra igual a cero en el
caso que ella no pertenezca. En todo el desarrollo de la tesis se
indica con Xo a esta variable y ﬁo a su coeficiente. El1 modelo
muestral puede expresarse mediante el siguiente sistema de

ecuaciones:

YR X A X # cee #B X 4 £ 8@ X Zy: i= 1,2,.00.0

TR < v A - SRRE T R S oi £
Y. = X H¥E X F Lan & X .+ & si p£X Sy zi=n+1,....,n +n
i lG't::z ol ﬁ;z 1 ﬁkz ki i ¥ ST 5h 1 = AR
Y = X %G X 4 puu HF X E B =i w = :
i Bor oi er 1i ﬂkr ki i ",_“L"“'r_;

i=N Fawa®N iy ey

En general se supone que los £ son variables aleatorias
independientes idénticamente distribuidas (vaiid) normales
(0,0?), donde la varianza del error es constante para todas las
pbservaciones que pertenecen a la misma fase de la regresién. Si
Xo no est4 entre las variables explicativas de la regresién
entonces ﬁqfo para j=l,....r. La expresién matricial del modelao

es:
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{(1 S S B, 2
= |; : . + |z (2.3)
O .an Xr ﬁr £
donde £'=(£;’""’E;)={£1""£N)‘ y se distribuye normal (0,%)
con
S L)
. (2.4)
cns Z

v ;fozln .J indica la fase de la regresién y varia entre 1 b4
rsr es ei numero de fases del modelo, ni es el ndamero de
observaciones de la j—ésima fase de }a regresidén y N es el ndmero
de observaciones de la muestra. (N=j§;nj).Yj{njx1] es el vector
de variables dependientes de la j—-ésima fase de la regresidén,
Xj(njx(k+1)) es la matriz de variables independientes de 1la
j—ésima fase de la regresién, ﬁj((k+1)xll es el vector de
coeficientes de la j—é¢sima fase v k es el numero de variables
explicativas en cada fase de la regresidn.

A veces existe mas de un grupo de observaciones, digamos g
grupos, donde cada wna de ellas sigue un régimen de r fases (por
ejemplo observaciones pertenecientes a distintos paises, a
distintos periodos de tiempo o a distintas unidades econdmicas);:

v el modelo se generaliza de la siguiente forma:



Seccién 3.1

3. TRABAJOS EN QUE LA VARIABLE QUE GOBIERNA EL CAMBIO DE

REGIMEN NO PERTENECE A LAS VARIABLES EXPLICATIVAS DEL MODELO.

3.1. Estimacién de la ubicacidén del punto de cambio de régimen.

3.1.1. Solucion propuesta por Quandt(1258—-19&0)

El primer autor que trata este problema es Quandt en dos

trabajos publicados en 1958 y 1960. Estos son los mas citados en

la bibliografia y los primeros a los cuales nosotros haremos

referencia. El considera el caso particular del modeloc de

regresién lineal con una variable explicativa donde 1la
se sabe de

variable

gue determina el cambiop de régimen es El'tiempn, b

antemano que en el periodo considerado sélo hay un cambio de

régimen; pero la solucién también es valida para cualquier tipo

de variable. Luego el modelo tiene la siguiente expresién:

A {at+ 321XL+ €, 51 1 LW F=1 25 wiasT

Y

i

= > G - [~ e i=r+l,.aasN
ﬂxz ﬁzz i i ¥ 4 % Y,

gue determina 1 cambio de

que recibe el nombre

donde 1 es la variable ordenadora

régimen, N es el tamafio de la muestra y 7.
shift—point, es el wvalor de 1la
El autor supone

de switch—-point o variable

ordenadora donde se produce el cambio de régimen.
que los datos estan libres de errores de observacién Yy que los

términos de error son independientes entre si{ e independientes de

la variable explicativa. En forma matricial:

X 0 ﬁ‘ s,
Yi = ' X B + (3.1)
2 2 2 2
daonde la matriz de residuos se distribuye normal N(O,UTB, con

8
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~ IF A (3.6)
ﬁz (XZT 2T) 2T 27T

y los estimadores MV de la varianza del error en cada fase de la

regresiéon son respectivamente:

{YiT_xif B T)‘(Yx =X Big)

~ig 1 v “ar VaT
YT T
(3=7)
s (Yor %2z ﬁzr’ [YZT_XZT Byeg)
o™ N-T E

"~z

Ea'a
Z 5 £
e ¢, son estimadores sesgados por Io que se realiza wuna

correccidén para convertirlos en estimadores insesgados,

(Y11-x1ﬁxr)'(Y RGP

~ 1T TaTaT
G T T - i
~ o8 (3.8)
- . _x
~p (YZT xzrﬁzr) (er ZTﬁaT}
“2r ~ N -7~ 2
Luego de repetir este proceso para vt = 3,4,59,...,N-3 se elige
como estimador MV de 7 a aguel para el cual L_T alcanza su maximo
valor.
Como ya dijimos antes Quandt s&lo considera el caso del

modelo con una variable explicativa, pero la solucidn propuesta

por &1 es fécilmente extensible al caso general de Kk variables

explicativas. En este caso el modelo tiene la siguiente
expresidén:
= + + 3 i=1,2,.00:,7T
Yi"ﬁ11+ﬁ21xzi+" ) ﬁksxki ¥ 3y
= +oeaHf3 R _*E i=t+l,..ssN:
Yi. ﬁ:zﬂ?zzxzt 'sz kz i’

[y
A
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Su expresién matricial coincidirad con (3.1) vy (3.2).

Como en el caso anterior los pardmetros que deben estimarse en
este modelo son ﬁi,ﬁz,af,az y T. Se calcula el valor de la
funcién de verosimilitud de la muestra para todos los posibles
valores de T y se selecciona como estimador MY de T a agquel para
el cual LT alcance su maximo valor. (7t = k+1l,...;N=(k+1)). Para
cada valor de Tt los estimadores MV del resto de los parametros se

encuentran en la forma usual y seran funcién del mismo.

.1.2. Solucidn propuesta por Holbert y Broeweling (1977).

Holbert vy Broemelingy, en un +trabajo publicado en 1977,
tratan también el caso del modelo de regresién 1lineal con una
variable explicativa, pero desde un punto de wvista bayesiano.
Ellos suponen gue los Xi son variables regresoras conocidas, no
estocAsticas, ordenadas por el valor de la variable gue determina
el cambio de régimen y que la varianza del error es la misma para
ambas fases de la regresién; ésto es o§=o§=cg.

Las expresiones de las funciones de densidad a priori de los pa-

rametros son:

a lé s 8 K o° < o
7 {cz) = c H (3.9
o
0 s Bn cualquier otro punto
a T = 2,3, .005N-2
"0(7’ & N-3 v (3.10)
o] en cualquier otro punto .
. tS.11)
ﬂa(ﬁ11:ﬁ21sﬁiz:ﬁzz) x cte ,

con ﬁu,ﬁz ,(312:/ ﬁzzque varian entre menos infinito e infinito.
1
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La funcidén de verosimilitud es:

3§ 1
2
L{t,e ,ﬁu,ﬁﬂ,ﬁu,ﬁzz)=mxp{(— ;) (\'T-me . (YT—me},

(3.12)

que si se combina con la funcién de densidad conjunta a priori de
los parametros se obtiene:

~ My 1

2 . z, 2 e 5 : L -
ng(?.o _.ﬁ“,;?n_.ﬁm‘ﬁzzlmc(o ) exp{( 2)(Y__r XTf?J (Y,r XT.G, .

e

(3.13)
gue es la expresién de la densidad conjunta a posteriori.

Sea rsT=(x;xTS‘x;rYT el estimador MC de @ cuando el shift-point es
igual a 7(el subindice T indica, como en la seccién anterior, que

el cambio de régimen se produce en T) Yy

(xT_xTﬁJ‘[YT_XTB}=(YT_XTﬁT)"YT—xTﬁT)+(ﬁ_ﬁT}'x;xT(ﬁ_ﬁT)

la suma de cuadrados residual cuando el cambioc de regimen se

produce en T, gue si se reemplaza en (3.13)

2 1 B -~ ] = Fal
”:(T’o ’ﬁzi’ﬁ21’ﬁ12’ﬁzz)“ Lo Exp{(_zfz){YT XTﬁT) (YT xTﬁT]+

.

HE-PIX X (B=L )"

N
-{=+4)
» 2 !-_ _.\ ; _A
x(o”) exp(; 2)(R,r+(.":‘ BIX X (A ﬁT}
o (3.14)
T=2,,...N-2 , 0 o°¢oy —eo<p, Koo ,3=1,2:k=1,2.

Integrando respecto a ¢ vy a 3 se obtiene la funcidn de densidad a

posterioride T:
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W/ o
[-—e1] 1 = ~
nitT} “-u oo 2 exp{ (- 202) [RT +(ﬁ_ﬁT) X;XT{ﬂ_ﬁT)]}dOdﬁ

(~1-2) -(
< | XZX | (R.)

. L1172 —[ = ]
(o4 [r 51(N_T)Sz] (RT) 5T=2,3,.0.,N-2. (3515)

donde S: es la Var(X) en la primera fase de la regresién y S: en
la segunda.

Holbert y Broemeling aplican este método a los datos de
Quandt (1958).La funcién de densidad a posteriori nivr) alcanza
su maAximo valor para t=12, lo cual coincide rcon el valor del
parametro del modelo a partir del cual se generaron los datos.
Los autores ofrecen copia del programa con el cual se hicieron
los calculos sélo con pedirlo. Este método es facil de aplitar,
no necesi®®  teorfia asintética v ademas los resultados cbtenidos

son exactos aun para tamafios de muestra moderado.

3.1.3. Solucidn propuesta por Ferreira (1975)

En los enfoques no bayesianos el problema de establecer
intervalos de confianza y tests de hipétesis es muy complicado.
Las distribuciones de probabilidad involucradas son dificiles vy
su cémputo no es simple, por esta razén ultimamente se ba dado
mucha atencién al estudio de los métodos inferenciales
asintéticos. Ferreira analiza las dificultades de cémputos en la
aplicacién de métodos bayesianos y compara el sesgo medio y el
error cuadratico medio del estimador . bayesiano de T
correspondiente a tres funciones de densidad a priori diferentes
y del estimador maximo verosimil mediante el método de Monte

Carlo. El supone que la matriz regresora X es no estocastica

i1é
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donde los valores observados de 1la variable independiente son

valores fijos bajo el control del experimento; y que las
: b . 2

d d r o

ensidades a priori de ﬁax’ﬁzt’ﬂ:z y ﬁzz y del log son

independientes v uniformes en todo el rango de variacidn de cada

unoc de los parametros y que la densidad a priori de t tiene la
siguiente forma:

o si T =1, N-1, N
n ()= {3.16)
o X !
. (t) si 1 < T X N-1
Ferreira usa tres funciones de densidad a priori ﬂo(T)
distintas, con la Unica restriccién, como se deduce de (3.16); de
que no haya una observacidn en el primer régimen y sélo una o

ninguna cbservacién en el segundo régimen.

i Z
Sea 6=(1,0 ,ﬁii,ﬁ21,ﬁiz,ﬁ;z] el vector de parametros,

e 1 e nd . = -
L(Y/X,S)————~*;";;;Exp{( 2)(YT XTﬁﬁ (YT X 03 (3.17)
(2n 7)) 2¢

la funcién de verosimilitud conjunta de la muestra y

LYZLX . 8) no(rl

nife)m 3 ¥ T = 2iSgee n a2 (3.18)
c

la funcién de densidad a posteriori de los parametros. EBajo los

supuestos enunciados las funciones de densidad marginal a

posteriori de cada uno de los parametros tendrian las siguientes

expresiones:

1

nitr/x,Y;u[»r[N—-nsm(T)sm(ﬂ] 2 (8%(1)) m (),

17
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_ N-3)
2 2
e (ﬁ“— sxyxtT)/ Sx1(7) no(Tj
n (B, /XY« T, |1+ ;
83 €58 ) (8°(r)ss (73)*®
{(3.20) ;
_(N-®)
N-2 (ﬁzx_yz(.r)) $ ﬂoi'r)
n (B /X.Y)x 220 by (3.21)
11741 TE2 SZ(T)/T (s%(r)/7) 172 ¥
N-4
= N-2 SZ(T) 2 52(73 3
n:(a IX,Y) = ng — exp|— = ﬂc[T)/U (3.22)
o 20

donde Sx:(r) es la varianza de la variable independiente en 1la
primera fase de la regresidn vy sz(r) en la segunda fase de 1la
regresioén, Syi(T] e Y:(T) son respectivamente la varianza y la
media de la variable independiente en la primera fase de Ila
regresidn, SXY1(1} es la covarianza de (X,Y) en la primera fase
de la regresién y anélogamente, para sz(T) ¥ SXYZ(T)-
gi(r)=8_ (v)-8,_ (x)/8, (1, §2(7)=S_ (7)-§,  (T)/S  (7) y
§*(7)=8} (r)+8, (7).

Las esperanzas de estas distribuciones son, respectivamente:

N-2
= Fa s
Etﬁu/X,YJ ng (Sxyi(TJ/SxitT)}ﬂo(T] . ( 3)

N-2
= 3.24
E(,-’a“/x,vl ng Y‘(T)ﬂot'r) 7 ( )
2 e
= T . Bia o
E(o™/X,Y)= 7 L&, S (Tin (7) (3.29)
S (1)

2 ¥ Yi(Tl son los estimadores MV de ﬁﬁ: ¥ ﬁai cuando  t=r.
Sxa(T} ‘ [
(3.23) vy(3.24) pueden interpretarse como 1la media de los

i8
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estimadores MV de ﬁ;‘ o ﬁu cuando se sabe gque hay T puntos en
primer régimen ponderando cada
densidad a priori.

el
valor mediante 1la funcidén de

Pueden hallarse expresiones analogas

nl(ﬁzzlx,Y),nitﬁiz/X,Y), E(ﬁzz/X,Y) Y E(fﬂZIX,Y).
Ferreira realiza un

para

experimento muestral para comparar el

comportamiento de tres estimadores bayesianos del punto de cambio

de régimen 7 correspondiente a tres distribuciones a

priori
diferentes y a una funcidén de pérdida cuadratica.

Las funciones

usadas por €1 son las siguientes: nui(r)a 1{uniforme); noz(T)c

i1-2 i/2
CT(N-7)1" "y _ (T)a [T(N-7) S_ (7) S _(7))]

con T Que varia
entre 2 y N-2.

Las tres cumplen que nU(T1= 0 si T=1,N-1,N. La simulacién fue

llevada a cabo eligiendo como ecuacidén del
usada por Quandt (1958). Cada

primer reégimen la

repeticidén consistié en veinte

observaciones correspondiente a las abscisas X=1,2,...,20. Para

7=5;10 v 15 se introdujeron cambios en la pendiente entre &=-1,8

y &=1,8 con incrementos de O,1. Para cada posicién y magnitud del

cambio se simularon 100 experimentos y en cada casoc se estimaron

los parametros usando 1las tres funciones a priori de T vya

descriptos v los estimadores MV de los parametros del modelo lo

gue permitié calcular el sesgo medio y el error cuadratico medio.

Se reproducen a continuacién las tablas del sesgo y del error

cuadratico medio delos cuatroestimadores del punto de cambio de

régimen T.

Tabla 1: Sesgo mediode los cuatro estimadores de T

para 6=—1,B,...,1,8 y 7=5,10 y 135.

Shilt

B1 B2 B3 AL
&
| 2
~1.8 —0.44 -0.57 -0.03 -0.23
-0G67 -0.69 ~-0.63 =077
-0.52 -0.47 -0.72 -0.63
-0.36 -0.37 2.33 -0.36

i -6 -0.26 -0.48 p.od —0.06
|

-0.47 -0.35 -0.78 -0.74



Tshit
; . 81 B2 83 WL
=14 00 ~0.14 0.43 0.32
-040 -051 -0.44 -0.57
-0.U1 ~0.64 -0.03 ~0.04
-1.2 0.4 -0.04 0.70 0.37
—0.44 -0.45 -0.38 -0.38
~0.50 -0.46 -0.98 -0.65
~1.0 0.36 0.11 1.04 0.89
: -0.20 -0.33 -0.21 ~0.16
-1.15 (.95 -1.68 -1.60
- .8 1.68 1.44 217 1.84
—0.42 ~0.44 -0.38 -0.27
-1.30 ~1.12 -1.90 -1.35
= & 2.13 1.07 2.65 2.57
~0.40 ~0.40 ~0.24 -0.25
-2.17 ~2.08 -2.60 ~1.88
-4 .08 4.00 4.06 3.70
=0.04 -0.07 0.08 0.43
-3.70 -3.02 ~3.00 ~3.38
-2 4.00 5.00 4,00 462
ooy 0.0 0.12 0.24
=01 441 -4 -b.13
o 4.90 444 413 540
-015 -0.17 -p.21 ~0.24
=005 ~b 04 =06.07 -4.98
2 4,60 453 160 | Sw
-0.09 -0.14 -0.02 j -G4y
—4.98 -4.99 -4.89 i =5n
% L 3.85 425 | 1@
—0.0 -0.29 -0.37 -0
-3.46 -3.42 -3.75 -4531
.6 2.73 2.62 313 {
-0.25 -0.79 -020 | -O0%
--2.08 -1.04 -2.01 [ -28
8 1.32 147 180 | %
-0.57 -0.63 -0.52 Lo-o
-1.54 -1.33 -211 | &
1.0 0.44 0.21 twn F ER
-0.40 —-0.41 -0.:2 | -t
-1.33 -1.19 -1.85 T
1.2 0.28 0.08 08s | B
—0.49 -0.53 —0.44 | -
. /-0.55 -0.45 -0.97 Pt
(14 . =0.36 -0.49 0.21 iy
-0.55 =-0.57 -0.54 =94
~0.03 -0.44 -0.0 -4
1.8 -0.34 -0.53 0.15 -0
—0.60 -0.62 -0.58 -es{
-0.60 -0.51 ~0.81 -8®
1.8 ~0.43 -D.54 0.0 -i36
{ . 0.0 -003 ~Db2 B2l
-0.34 -0.73 -t

-0.47

2Q
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Table 23 Ercor cuadratico medio de los cuaire estimadores
ge T para o188yl o8 vy oF=8,10 v 15,
}53'“ B1 b2 B3 ML
i
Ag 1.10 1.21 0.91 1.81
1.15 1.19 1.09 2.29
| 1.00 0.95 1.20 1.81
i-1g 1.08 1.30 1.16 2,
1.0? 1,03 0.88 1.70
1.a7 1.20 1.72 2.4
Y 2.02 2.40 2.15 3.a8
' 1.04 133 0.28 2.59
i 1.55 1.41 . 1.87 3.88
I
l' -12 2.42 2.38 278 5.19
| 1.98 2.03 1.58 3.96
1.76 1.58 2.44 3.15
[0 2.94 3.21 3.90 8.83
217 2.41 1.75 5.34 »
4.84 4.61 5.98 10.26
-8 10.80 10.76 10.65 17.52
3.86 4.14 2.74 7.63 4
8.50 6.46 7.12 10.37
- 6 " 1081 - 10.83 11.85 22.75
408 - 4.62 2.80 8.51
} 13.87 14.44 13.32 17.99
25 23.90 2532 21.42 32.95
6.08 6.71 4.08 16.95
23.42 24.25 22.40 30.46
-2 33.68 35.08 29.67 43.84
z 9.79 10.54 5.98 19.08
28.29 28.37 27.85 48.19
0 31.80 3312 28.55 51.61
7.23 .83 433 22.26
33.00 34.08 30.89 43,74
T2 2000 @ 2905 ogat"  @ser
9.21 11.18 5.74 19.89
33.52 34.77 30.73 4855
A 23.65 24.31 23.45 4152
7.28 .13 4,57 15.76
22.04 22.00 20.87 | 25.09
I 8 . 16.69 18.54 1835 | 2515
| 5.25 6.07 356 | 1095
' 9,78 10.08 1111 | 173
.8 7.86 8.21 8.13 13.64
| 4.21 £.85 322 B.70
| .= 7.42 717 © 197 12.76
[ 1.0 ' 4.08 423 452 7.98
S 218 2.19 1.62 414
6.33 5.97 6.79 10.76
1.2 2,64 2.50 3.49 7.29
1.49 1.49 1.20 2.70

243 2.39 263 430



Seccidn 3.1

I ST” a1 82 B3 ML

114 1.80 1.83 1.63 340

d 1.35 1.43 1.14 2.88

i 1.73 1.60 2.00 FA5
{18 1.44 1.65 1.41 2.80

] 1.26 1.30 1.16 285
| 1.56 1.51 1.71 4.04
| 18 0.97 1.08 0.64 1.38
l 0.99 0.99 0.52 1.43
i 1.43% 1.32 1.68 a3.16

La conclusi®&n mé&s notable que puede extraerse de esta

simulacién es gue el ECM es uniformemente
estimador MV que para los tres estimadores
sesgo medio de los cuatro estimadores
experimento muestra la solidezr del método
tres funciones a priori, pero no brinda

eleccién de la misma, sélo los compara.

m&s grande para el
bayesianos y que el
es comparable. Este
sédlo respecto de estas

un criterio para 1la
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3.2. Tests de hipétesis sobre la existencia de un punto

de cambio en el modelo.
3.2.1. Solucion propuesta por Chow(1960)

Chow considera el caso en que dado un conjunto n1 de
observaciones se desea averiguar si n, observaciones adicionales
pertenecen a la misma regresion gue la primera. Es decir si dos
conjuntos de observaciones pueden ser tratados como
pertenecientes al mismo modelo de regresidén; estadisticamente
ésto es equivalente a testar la hipétesis nula ﬁ;=ﬂ2 versus la
hipétesis alternativa r:‘1 = ﬁz. Esto permite dar  respuesta a
preguntas como : ;permanece la relacién estable para dos periodaos
de tiempo?, o,;se mantiene la misma relacidén para dos grupos de
unidades econémicas?. Fara poder hacer progresos analfiticos el
autor supone que la varianza del error es la misma para ambas
fases de la regresién, ésto es a:=oz= oz, ¥ que el vector de
residuos &£ se distribuye normal {O,OZIN). Utiliza el método de
los m:Nimos cuadrados. E1 define una variable di=Yva;ﬁi para
las observaciones=s de 1la segunda muestra, i=n1+1,...,n1+nz,
pudiéndose expresar el vector d de diferencias de Y2 con los

valores de prediccidn de la primera muestra como:
5 -1
Y = I i — 2 *, I.26
d Yz Xzﬁz Xzﬁé xz.r?1 B thxixl) X‘ei ( )
cuya esperaza y varianza son respectivamente

E(d) = Xzﬁz— Xzﬁl TS

Var(d) = (I_ + X _(X'X ) *x")o° (3.28)
nz Zz i 1 d

5 S | )

donde ﬁleg el estimador M.C. de ﬁdy ¢ se estima a partir de las
% ~Z 2 <

observaciones de la primera muestra, ésto es o =S1' Chow analiza

por separado dos casos, segun que el numerc de observaciones del

segundo grupo sea igual © mayor que uno.

a) Si hay sélo una observacidn adicianal(nz=l), bajo 1la



=t

el Meead el el By Ly e e h o

hipétesis nula E(d) = 0 y el estadistico

dZ

(3.29)

5 = b 2
jE B xztxixi) Xz) 81

se distribuye como una F con (1,n1~k) grados de libertad. Si el
valor del estadistico ez menor gue el valor de F(l,nl—k) para un
nivel de significancia previamente fijado se rechaza la hipdtesis
nula v se acepta gque la nueva observacién no pertenece a la misma
regresioén.

b) PFara el caso en que el numero de observaciones

adicionales sea mayor gue uno Chow propone tres test distintos:

Test 1:

Sea

la media de la variable t:i_L definida en la seccién anterior vy
S , -1, 2
Var(d) = —u (In +X2(X1X1) ija 1 (
2 2
nz

E(d)= —%— 1'(Xz,-’:'z e xzﬂ:’ {332}
2

su varianza y esperanza respectivamente.

Bajo la hipétesis nula el estadistico

b -
d (3.33)

L ]

[1‘(1 +X_ (XX )"X'u]
112 Z 1 4 2

N N

se distribuye como una F con (1,ni—k) grados de libertad.Este
test es obviaments déhil versus un  gran numeroc de hipdtesis
alternativas, pues d puede anularse en situaciones distintas a la

hipétesis nula, razén por la cual Chow mismo no lo considera un
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test interesante, sin embargo es GUtil para construir intervalos

de prediccidn para la media de n, observaciones adicionales.

Test 2:
En vez de testar la hipétesis nula ﬁ1=ﬁ2Chuw prueba la hipotesis
E(d)=0. Para ello define la forma cuadratica A=d’ (Cov d)d donde

o L =ty et o -2 i
Q—[ﬁzxz ﬁ1X2][I+Xz(X‘X1) XZJ szﬁz xzﬁ;]O' +[ £, zzj

=X (X% ) % £
i 11 2 - i i i o
BEEX 00K T 17 0K (X% )X 1 o (3.34)

£
2

I

Bajo la hipétesis nula el primer término de A se anula y A

. ; z 4
se distribuye como una LN mientras que bajo 1la hipétesis

2
alternativa lo hace como una »° no centrada. Como el estadistico
' 8%(n —k)
1 i 2 2

—=e distribuye como una 2 v

02 tn}:—k) 1

de ﬂ1 vy de Yz. Luego bajo la hipétesis nula el estadististico

es independiente

" -1 1 ) ! -1, , =1
d’ (Covd) d _E: <8 02 s xz(xixi) le d
z = > (3.35)
8" (n -k) § n
LA g iz
2
o (n1 k)
se distribuye, bajo la hipétesis nula como una F con (n”m1~k]

grados de libertad. La regla de decisién es rechazar la hipétesis
nula si el valor del estadistico supera el valor de F(nz,nl—k)

para un nivel de significancia previamente establecido.

Test 3:

En realidad los dos test propuestos son casos especiales de
la teoria de hipétesis lineales. Chow propone aplicar la teoria
de las hipétesis lineales para probar la hipdétesis nula

{a=ﬁz.BajD H0 el modelo puede expresarse de la siguiente forma:
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Yl 1 81
i e P P (3.36)
2 2 2

con £ gue se distribuye Nto,azIN). La suma de cuadrados residual

bajo la hipdtesis nula (SCRH ) es:
[5)

X
= ; ; | ; xR s :
SCRHD L 21, €, 111 {XZ](X1X1+ szz) (Xl, Xz)]

£
i

Z
y bajo la hipétesis alternativa Hﬂ#ﬂzlz

SCR, =e{ LT, X, (X[X, ) T, 72, C1 =X, (X X)X Ie,

con lo que la SCRH puede expresarse como:
D

-~

X

s e o , —1o% 1

SCRH "SCRH +(ﬁz ﬁojtxi xixatxzxz) xzj[—x (XX ]_1X'X (f%-ﬁo)
o 1 C R 11

SCRH°= SERH:+ R (Z.37)

“ ]
donde ﬁoes el estimador MC de 3 bajo Ho y R s una Yorma

cuadratica e ﬁ¥— ﬁode rango k.{%— ﬁopuede EXpresarse como:

£
1

Ea o~ _ 0 ” "'1 i e p = _1 . 4
£ A= Cha T (X %) Ry OTRX XX X1 LK xzj] 5

Chow considera dos situaciones segin que el numero de
observaciones adicionales [nz) sea mayor o menor que el numero de

variables explicativas del modelo(k).

a) 5i n, es mayor que k la SCRH se distribuye como £ c?y
o

R como xfmaz y bajo 1la hipétesis alternativa R tendera a

aumentar. En este caso el estadistico

»
tn -n_=k»
L 2
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(SCR.. —SCR_ }/k
H H
o 1
SCR_ /(n +n_-2k)
H, cliifd S

(3.39)

se distribuye como una F )g.}. bajo 1la hipétesis nula.

(k.o +n_-2k
40
Si el valor del estadistico es mayor gue el valor de
(kn_q‘_mpara un nivel de significancia previamente
e
establecido se acepta la hipdtesis nula y en caso contrario se
rechaza.

b) Si n2 es menor que k no puede estimarse ﬁz como en la seccidn

anterior, asi gque la SCR" =(Y1—X1ﬁ1)‘{Yiﬂxiﬁ1] pues la SCR para
1

SCRH
la segunda muestra ser4 nula. En este caso ———;—i— se distribuye
SCR 4
2 "o 2 2 :
como x(n{k}y ———;;-— como x”u+n£*fcnn lo que 1la hipétesis

podra ser testada mediante el estadistico:

(BER.. =BER:. Y/n
H H 2
o 1

(3.40)
SCR_ /(n —k)
H 1

i

que se distribuye como una F{ bajo la hipdtesis nula.

nz.ni—k)

Cuando n, es mayor que k este estadistico sigue siendo valido
pero es menos potente que el encontrado en el caso (a). Chow
demuestra que el test 2 y su caso particular 1 son un caso
especial del test 3 donde se aplicd la teoria de las hipdtesis
lineales ya que A=d’ (Covd) ‘d= ||x1§ - Xiao]|z+|1Y2~ XZEOI|Z=

SCR,_ —SCR_ .
H H
[ 1
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3:.2.2. Solucidn propuesta por Quandt(1258-1960)

Quandt considera el caso en que no se conoce qué
observaciones pertenecen a uno u otro régimen, y se desea testar
si la regresién sigue un régimen de una o de dos fases. Esto BS.
Ho:ﬁ;#% VEersus Hiwafﬁz.ﬂuandt propone para ello dos
estadisticos uno para muestras grandes y otro para muestras
peguefias.

El modelo bajo H0 es (3.36), mientras que bajo H: el modelo es
. (3.1) con matriz de varianza-covarianza(3.2), donde T es es el
punto de cambio de régimen que debe estimarse a partir de los

datos muestrales en la forma ya indicada en la Seccidén 3.1.1.

1) Test para muestras grandes:
El test para muestras grandes propuesto es un test de razén de

verosimilitud A tal que

maxime de la funcion de wverosimilitud bajo H
ssnia) Q

L(Q) maximo de la funcion de wverosimilitud bajo Hi

L L 12 B (Z.41)

donde w es el espacioc paramétrico bajo Ho,de dimensidén N-3=n y Q
es el espacio paramétrico bajo Hi, de dimensidén N-7=m. (S1i el
numero de variables explicativas fuese mayor que uno, entonces
dim(w)}=N-(k+1) vy dim(Q)=N-2(k+1)-1, siendo k el numero de
variables explicativas del modelo).

Bajo ciertas condiciones la distribucién x:_m es una aproXximacidn
aceptable a la distribucién de -2 1logAh. En este caso eso no
sucede pues T es una variable discreta, pero las distorsiones qgue
produce se hacen menos significativas a medida que el tamafio
muestral aumenta. Quandt examina el supuesto de que -21logh se
distribuye asintdticamente como RTA} para muestras grandes. Para

ello define una variable X no estocastica con los valores

particulares 0,05; 0,10;0,15;...31 ¥ genera 200 series con 20

28
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observaciones cada una tc:/Xl usado una spla vez); 200 series con

40 observaciones cada una (c/XL usado dos veces) vy 200 series
con &40 observaciones cada uno tc/xL usado +tres veces). Los
valores de los residuos LN fueron generados a partir de la

distribucidén normal con = O vy oz=1. Quandt calculd el valor de A
para cada una de las 600 series Yy se probdé la hipédtesis de que
cada una de las distribuciones empiricas de —-2logAh habia sido
generada por una distribucién “T“' Esta hipéte5is fue rechazada
en TODOS los casos con un nivel de significancia del 0,00001 con
lo cual se concluye gQue la aproximacidn % falla completamente.
Una posible razén tedrica es que la derivada de 1la funcién de
verosimilitud se anula en el maximo, y en este caso sdlo se ha
definido para valores enteros de 7. Ademas la distribucién de
-2logk no es independiente de la longitud de 1la serie. Quandt
propone tres soluciones para este problema:

a) Hacer un test empirico. Si las tres distribuciones se pudiesen
unir se podria derivar una tabla empirica de puntos porcentuales
con alto grado de confianza; pero antes deberia probarse la
hipétesis de que las +tres distribuciones empiricas han sido
generadas por la misma distribucién tedrica. Para testar esto
ultimo Quandt utiliza tres criterios: el test de contingencia de
xz, el test de Kruskal-Wallis y el test de Kiefer. Fara las tres
pruebas 1la probabilidad de mayor discordancia entre las
distribucién fue menor del 1%. Se realizé por lo tanto para cada
longitud de serie una tabla empirica que asocia para varios
valores de k la probabilidad estimada de que —logh<k e intervalos
de confianza del 95% para los mismos.

Se reproduce a continuacidén la tabla publicada por Quandt de 1la
probabilidad estimadade que —logh<k e intervalos de confianza del

95% alrededor de la estimacién.
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Tabla 3: Puntos porcentuales para —logh con

intervalos del 95% para N=20,40 y 60.

i T=20 | T =40 T =60
F K i Upper | Lawer Upper | Lo U
a . o8 wer & w T
J I Pound Bl RPENCK I'.Pou.nd I, Dound ﬁt “log M<K B:ur:d Hound AR <K D:::d
! - :
3.0 {008} <021 {.052) i {.000) 000 {.019) (.00 000 {.010}
[ 4.0 . [.04P) LORD {.129) i (.004) .o1a {.041) | (000 .ona {.0am
i 5.0 . {.DET) 120 (.179) (.022) 043 (.081) {.023) 43 i NR1)
r. 0.0 1 {.175) <228 {.291) {.D73} 0% {. 100} (.083) 122 {375
1 7.0 {.308 i {430 {.160) bR | {.273) {.135) <R {.247)
| §.0 : {.3B0) A {.524) {.205) 320 {.304) {.220) «27E (A48}
| o.0 i {.AFT) Rk {.015) [.37E} A45 {.515) (.320) .58 (AL
| 10,0 1 (.504) 633 (. BT} [.520} LA {. 050 1 [.404) AT2 (.5
{ 11.0 ! (.002) S50 (.E11) {.037) ) {.763] | (.527) 407 (. 6A3)
: 12.0 { [.751) Bl (.EGD} {.744) 575 (.85 {.654) - .720 {.778)
12.0 ! (.80 BTS (014 | (.788) B (.55 | (.744) .B05 e8!
4.0 | (.504) 012 (.044) | (LB 502 (.628) | (.BOO) L850 1 B48)
15.0 | (.803) P25 (.P5T) | (.674) 620 - (L9500 | (.829) .BEI (.00
16.0 ! (.032) 087 {.965) {.EB4) 037 (.904) {.853) 001 {.P37)
7.0 (.us8) W84 {.905) {.BRE) L840 {.BA5) {.B80) B35 {.p04) '
| 16.0 {.057) 085 (.005) {.020) LBLS (.953) {.014) L053 (.078)
| 10.0 | (.058) .088 .o08) | (.04 078 (.91} | (.038) .670 (R0}
j 20.0 | {.950) 857 (.996) | (.654) L853 [.884) | (052 .gaz (.0%)
| 21.0 . [.001) .0BS (.907) {.958) 058 {.900) {.0a8) 987 (.996)
; . - y (N+1) .
b) Hacer arbitrariamente 7= N/2 si N es par o 7= = si N es
impar. De acuerdo a nuestro punto de vista esta solucién no es

admisible vya que por su arbitrariedad produciri contaminacién

entre ambos regimenes.

c) Eliminar las observaciones centrales vy considerar gue
pertenecen al primer régimen las primeras g observaciones y al
segundo las dltimas g. La potencia del test dependera de cuan
cerca esté el punto de cambio verdadero del final de la serie.
Tampoco consideramos admisible esta splucidén pues no tiene
ninguna coneccidn con la ubicacidén del punto de cambio para los
datos muestrales gue se estén analizando.

Para (b) v (c) la potencia de los tests disminuirad mientras mas
cerca esté el punto de cambio de régimen & cualquiera de los
extremos de la serie y aumentarda a medida que sea mas brusco el

cambio de régimen.

2) Test para muestras peguefias:
El autor propone tres test para muestras pequefias.

A) El1 primero de ellos es el siguiente estadistico:
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SCR - SCR
H H
o] i

(3.42)
SCR
H
1

gue, segun Quandt, bajo la hipdtesis nula se distribuye aproxima-—
damente como una F(4,N-8) grados de libertad: con el supuesto
adicional que af=oi=oz. Sin embargo los grados de libertad de la

SCRH son (N-3) y de 1la SCRH son (N-7). La discrepancia en los
o 1
grados de libertad puede deberse & una correcién para mejorar 1la

aproximacién a la distribucidn F pues el hecho de que T no sea
conocido sino que sea una estimaciéon MY del punto de cambio

basado en todas las observaciones tenderia a hacer 1la SCRH mas
1
pequefia y aumentara la varianza de la razdén pues ésto disminuye

los g.l1 del denominador Yy aumenta los del pumerador lo gue
resulta en un rechazo de H0 con una probabilidad mayor gue la gue
indica el nivel de significancia del test (3.42). Lamentablemente
el autor no realiza ninguna aclaracién al respecto. Para
splucionar este inconveniente Quandt propone hacer en Torma
arbitraria t=N/Z o t=(N11)/2. Nosotros rechazamos esta solucién
por las razones ya expuestas; consideremos que un estadistico mas

adecuado para testar la hipdtesis nula es

(SCR — 8SCR_ )/4
H H

= : (3.43)
SCRH /(N-7)
1
gue bajo la hipdtesis nula se distribuye como una F con

(4.,N-7)g.l., pues dividir el numerados y el denominador por los
g.l. mejorard la aproximacién a la distribucién F, siempre gue
se cumpla el supuesto a:=a:=o?.

Si el numero de variables explicativas fuese mayor que uno los
grados de libertad seran (N-2k-1,N-k), <siendo k el numero de

variables explicativas del modelo.

B) El sequndo es llamado test 1 por Quandt.

El sugiere que una vez encontrados los estimadorezs MV de

2]
[
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2 2 " g ~
Ty 53,50, 50, se estime Y, usando 3y Y, usando B, vy se calculen

los vectores de residuos R Yy R tal gque R= X B =Y y R=
¢ 1 2 1 £z 1 2
XJ%—YZ cuya media y varianza son respectivamente: rl=fl'R‘,
o T Az 3 S T i
Si—Var(Ri) . Fa ek B v S =Var(R_). Aparentemente los
Rt 2 2 2
estadisticos
7T (Fin(F’)
b (3.44)
S
1
¥ N-7 (rz—E(rz)
s (3.45)
2
se distribuyen respectivamente como una +t- S T o H
(T-1> (N=T -1 o

sera rechazada si cualguiera de los estadisticos es significativo
al nivel de significancia previamente establecido.
Este test presenta dos problemas; el primero es que la E(Fl} Y

E(Fz} pueden anularse no sélo bajo la hipdtesis nula sino también
FaY o T N

s . ﬁiz “ﬁii t§1 xzi izt+4 th

bajo 1la alternativa cuando B

Pl
T N —T

ﬁZZ_ ﬁzx

Esto tiende a disminuir la potencia del test. Sin embargo este no

es una dificultad seria pues a menos que la distribucidn de X2
sea singular esto ocurririd con probabilidad cero. Una objecidén
mas seria es que la distribucién del estadistico sera afectada
por el hecho de que v ha sido estimade a partir de los datos 1o

que puede producir que no sea una ditribucién t de Student.

Nosotros lo rechazamos pues no conocemos su distribucidén. Para
evitar este problema Quandt realiza la misma sugerencia gue para
5 . . N .
los estadisticos anteriores; es decir hacer T = E si N es par o 7

N+1

= —E“ si N es impar. Esto no es para nosotros una solucién valida

pues uno de los problemas mas importantes que presenta el modele
de regresidén a trozos es la estimacidédn del punto de cambio vy el
fijarlo en forma arbitraria no guarda ninguna relacién con 1los

datos muestrales que se estén considerando, por lo cual hay un

2]
]
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gran peligro de contaminacién.

C) Quandt llama a este estadistico test 2

En el supone que of=o§=az. Bajo la hipétesis nula los estadisticos

~ ~ ~ ~
. . e L Z -y
(X, B, = VN AR SOy (%, B, = Yok, B, =¥
2 v z
o led
se distribuyen respectivamente como una 22n y x A ,  con lo
(T-1) (N=-T-1)
gue la razoén
(X ﬁz i i | (X ﬁz =
- 7 (3.46)
(X ﬁz ==Y (Xz ﬁz =Y =)
bajo la hipdtesis nula se distribuye como F© A T es
(T=1,N-T-1)
el test propuesto por GQuandt.
Nosotros consideramos que una mejor aproximacidén a la
distribucién F se obtendri4 dividiendo el numerador v el
denominador por sus grados de libertad, con lo gue el test
propuesto seréa:
-~ ~ ~
(X1 ﬁz = Y1) (X1 ﬁz = Y£)/(.—1)
= = = (3.47)
(Xz ﬁz = YzJ (Xz ﬁz == YZ)I{N—T—l)

-~
que bajo la hipdtesis nula también se distribuye como una F(7-1,
N-t-=1). La potencia de este test estia relacionado con la

ubicacién del punto de cambio de régimen.

3.2.3. Solucidn propuesta por Broemeling y Chin Choy (1981)

Broemeling y Chin Choy proponen un test para detectar =i el
modelo sigue un régimen de una o de dos fases. Usan técnicas
bayesianas donde el test estd basado en 1la funcién de masa

marginal a posteriori de T. Que compara la probabilidad a

A
(2
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posteriori de que no ocurra ningun cambio con la probabilidad de
que ocurra exactamente un punto de cambio de régimen.

Si =N la relacién es estable en todo el rango de variacién de X,
en cambio si'T estid comprendido entre 1 y N-1 ﬁ: es distinto a
ﬁ;' El modelo que ellos consideran es (3.1) con el supuesto
adicional de que of=a§=oz. En forma resumida se lo puede expresar

como:

YT= XT 2 E? (3.48)

donde el subindice T indica el punto de cambio de régimen.

La funcién de verosimilitud de la muestra es:

1 1
2 _—— =1 r — - 1 —
L(T’ﬁi’ﬁz’a )d_z n22%PL z (YN Xe ﬁa) (YN XN 3 TRES TN
(o) 2o
1 1
¥ —_ — 2 = e 1 <h—
2 N/ZEhp{ = (YT XT 3) {YT XT Br¥s si 1=Tt=N-1
Ge) 2o (3.49)
La funcién de densidad a priori de 7 es:
a} si T =N
n (1)= L
¢ ki T 1€ 7 < N-1 : ; (3.50)

g es dado v estd comprendido entre O y 1.
Si =N la funcidn de densidad a priori de (ﬁt,ifoz) es una gama

normal, ésto es:

e A S _ ; -
rro(ﬁl, az]a g EARL 502 [M+(ﬁ1 ﬁxo) An[ﬁx ﬁmjl}’ e 3ikd

' 2
la funcién de densidad condicional de ﬁsdadn 1/¢" es:

ﬂa(ﬁ‘/c’_z)a :_2 K/ZEKD{‘- _1_; (ﬁt_ﬁgu]'hn‘ﬁa_ﬁso)}’ (5.52)

) 2c¢

. ; z,-1 z
luego ﬁn se distribuye N[ﬁxa’o Ai‘) v ﬂofl/O } es una gama con

i

|parametros (b,

[
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ﬂg(—l;)a(1/az}aﬂexp(bfa?), con
o o

> 0,a>0,b>0 (3.53)

Si 1 estad comprendido entre 1 vy N-1, ﬂofﬁ;_l;) es una gama normal

o
de la siguiente forma:
n (3 —L—)u o Mexp{- L EFPE(= Y A(=F Y13 3.94
ot o2 P 202 o i =528

donde M>0, m>0 vy A es una matriz definida positiva.

- £ K
n (B/o (=) Pexp (- = =(B-B_ ) AMB-A)T v (z.55)
o 202 o (o]
ynD(%) es (3.53). A es la matriz de precisién definida
o
A A
11 12
positiva, particionada como A= donde A LA v A
A A 11 412 22
12 22

son matrices especificadas.
Combinando la funcién de verosimilitud con las expresiones de las
funciones de densidad a priori de los parametros se obtienen las

funciones de densidad a posteriori:

N+k+2a
— 1
1 1 1
ﬂtiﬁi, z’T)“iAsx 1 1/2q [_z:| exp{- z D(N)+
[=4 o 2o
f (B-BNIIX X+ AT (B BT = 5e
ﬁi ﬁz N N 11J e {2.5962
si =N vy
N+2k+2a
e =)
IAli/z {1 o5 q) " = ¢
n (B s ST)A expl— [D(T)+
4 PR z s
=4 (N — 1) =4 2o
* x * -
+(B-3 (7)) [X;XT+AJ(ﬁ‘ﬁ (t)1)13 {5.57)

si T est4d comprendido entre 1 y N-1,donde:
X 2 -1 : N = X . 4
e fTJ=£XTXT+h] CAS +XTY7} s 2D(T)=2b+LY_ XTﬁ S i
- * = Y = —— +
+[ﬁ° R (7)] Aﬁo’ B: [XNXN+AMJ [Anﬁ1°+XNYN3 y 2D(N)=2Zb
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10 11 10
La preocupacién principal es encontrar 1la funcién de masa a

. r " - *
YL Y B A BB IX X FA, 16 3

; : 1

posteriori de 1, para ello ﬁ‘, ﬁéy —pson tratados como
o

parametros sin importancia y en consecuencia se integra respecto

a ellos obteniéndose la siguiente expresién:

- i1r-2

1.2
={N+Za)r2

fn{T)a g |A D(N) X;XN+A‘! - si T=N

Cd=c )T 1,2 1,2
q - (N+2a3/2 | .. . flms
o ?E:I; A D(t) X (T)X(T)+A si 1<T<N-1./(Z.58)

Esta funcién es usada para probar estabilidad, si alcanza su
maximo valor para 7=N se acepta gque la regresién sigue una sola
fase, en cambio si alcanza su maximo para cualquier valor
comprendido entre 1 y N-1 se considera gue la regresidén sigue un

régimen de dos fases.

Broemeling y Chin Choy proponen ademés otro procedimieanto

utilizando el meétodo secuencial de Smith (1973). Este consiste
en tomar las primeras t observaciones Y:’Yz""’YL y calcular
nift] para t= 2,3,...,N. Consideran que 1la funcién de masa a

priori tiene la siguiente expresidén:

q si T =g
ﬂ0{1)= g (3.59)
g:I si 3

1A
-
1A
o+
|
R

Para cada conjunto de t observaciones se grafica ni(t) vs t con
t=2,3,...,N. Si el grafico muestra una tendencia descendente se
sospecha de la inestabilidad del modelo. Este método es similar
al test de razén de vereosimilitud de Brown, Durbin y Evans
(1975). Los autores comparan los métodos mediante simulacién

aplicando ambos a los datos de Quandt (1938). Fara ello
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consideran que la media y 1la varianza de las funciones de

densidad a priori de los parametros son iguales al valor del

parametro a partir del cual se generaron los datos. Esto es: r=
(2,5; 0,73 5; 0,5), ﬁ10= (2,85 0,7)", A= I‘sA11=Izs A22=Iz’ A12=
Q =b=1.
@xzy’ @ et

Para cuatro valores de g: 0,05: 0,3; 0,95 y 0,99 se calcula
12(7). Esta funcién es sensible a la eleccién de g, pero alcanza
su maximo para t= 12 en los cuatro casos. El1 método secuencial
de Smith se maximiza para 7=11 para las cuatro elecciones de qg.

Nosotros creemos que esta forma de probar el método no es
adecuada pues en las situaciones reales nunca se conoce la
funcién a partir de 1la cual se generaron las observaciones.
Incorporando esta informacidén se favorece la aplicacidén del mismo
pues se incorpora informacién "verdadera". Una forma m&s honesta
de probarlo es la siguiente: fijar g y generar un punto de no(r):
si el punto generado es N se genera ﬁ: con no(ﬁa/o_zj, en cambio
si el punto generado estid comprendido entre 1 y N-1 se genera 3
con nD(ﬂ/auzl. Los parametros de las distribuciones no(filo‘Z) b
notﬁ/dq] se fijan a priori, pero no igual al valor del parametro
a partir de los cuales se generaron los datos. Con estos datos
se generan las observaciones YL. Esta es una forma de probar el
método no tan tendenciosa como la propuesta por los autores donde
en las distribuciones a priori de 1los parametros incorpora la
informacidn sobre la distribucidén “verdadera" que generd 1los
datos, la cual en la realidad nunca se halla disponible para el
investigador.

Otra critica que podria hacerse al trabajo es que sdlo
considera el caso en que haya cero o un punto de cambio, peroc no
puede generalizarse al caso donde el numero de puntos de cambio

sea mayor. Una solucién puede ser buscar la distribucidn a priori

de k puntos de cambio.



¥y
1
T
o
o
Ly
.
o

J.%. Tests de hipitesis sobre los restantes parametros

de la regresiocn.

Fa3.1. Soluciton prepueste por O

&=
igdéntica p e
ez sguivale s=
cos feases =
preguntas
para un la

esticidad

£n términos de ecie gsriticidénm ie hipotesis nuls & ©Estar Es




Seccidn 3.3

Y, X, X 0 LI : J
B 3 .. 1= *l i e-nc0,o%1 ) (:(3.60)
i N
YZ Xz 0O Xz 8 £,
™m P 20
El estimador MC de (7 bajc Hc ES:
o X + g 4 X . X . "
im im Zm 2m 1m 1 Zn 2p 1 2p
B = X X% 0 % 0 Yol i3
H ip 1im 1p " ip 1p o . ‘
1 Y
2p xzm B 2p xzp o xzp

v la SCRH tendra (n1+nﬂ—2k+m3 G.l. ¥y s distribuira como unzs x
(8]
con (n +n -Zk+mig.l.

Chow considere dos casos, =egun £l numerc ze cobservaciones des 1z
segunca mUesira SEa meyol © mencr Gue el numerc de parametrcs  de
la regresidn.
a) El ndimerc ds cbhservaciones s mayYor Sus €l numerc de Sarame-
tros. En scgte casoc el estimedcr MC de 2 kEzjo H es:
1
- =, 2
) B | o] b it 0 : Q 1
im im im ip irm
0 s Qo L. 1K & X
zZm  2Zm zm  2p 2m| |Y
i 1 — .-y
3. = RS VTR
H i i
1 X 6] X ] X Q Y.
ip im ip 1o ip 2
0 i X Q X X 0 X
L zZp Zm 2p zp) L zp)
y la SCRH tendra (n;‘-nz—zh}g.l. b =e distribuira como
2 '

1

g s La SCRH s2 pu=sgds exprssar comod

£ (n +n_—2k)
4 g

|
-0



Seccidén 3.3

SCR_=8CR_+
H H
o 1

SCR
H

a

scr\'“1+ g

Como el rango de g es m €l estadistico

{SCR__ —BER
HCJ H

VA

H, /(n1+n2~2k)

SCR

se distribuye baio H° comz una F con (m,n1+n2—2k}g.1.

b) El ndmero de observaciones es menor que £l numero

tros {{(k—p) Enzik).

ge parame-—

La SCRH s6lo puede calcularse si nZZEk—p). En este cCcaso =6
(]
debe modificar el calculo de la SCRH qQue es:
i
SCE. =Yy = =3 SR S =y SR B G (T &5)
H:. 1 im 1im ip 4ip 1 im im 1p 1p
que tiene {ni-khﬂ.l. En este caso e1 estadisticco
{SC = SDRH 3
o 1 / {(n_—k+m)
5 (S .68)
SCR,
1 / {r.—k)
1
se distribuye, bajo HO, como una & con (nﬂ"k+m5n1~k5g.l. La regls
del test es rechazar H{,J si el valor del estadisticoc es mayor Gue
e ra n i = significancia
2] wvalor d F(n T T para un nivel d gniticancia
oreviamente establecido.
En todos los tests Chow supone qua la varianza del error ss
mantiene constante tantec bajo H0 como bajo H:' Schmidt y Sickles
han investigado =l efectoc de la violacidn de estz supusstc =i gl
nivel de significancia ds los distintocs test y han arrivade & las

siguientes conclusione

&0
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a) uando los tamafios dez muestras en ambas fases sOn
1gualestn1=n21 hay un aumento pequefic del nivel de =i

sobre el nivel nominal aun cuando haya un gran desvic de
suposicidn de igual varianza.

o) Cuando los tamafioss de muestra son desigualesz el nivel de
signiticancia real muestrs un desvic mayocr del nominzl y puede

Zer mayor o mencr gue éste.
-

Ja3.2. Solucidn propueste por Tsurumi (1977).

Tsurumi considera el.prablema del modelo de regresidn de dos
fases cuandb se desea avVeEriguar Si un costicients de
es identico para ambacs feses. La sclucidén propuestzs es bay

El deriva un un “highest posterior den

examinar cambios en parametros individusless

m
ot |
ot

re submuesirss, en términocsE e una Tuncidn de densidad ds

La hipditesis nula gue s= deses testar es:

versus la alternativa:r H 1 #3_.
i 1) 2]

& &=0:; conde
R

b4 ﬁh son la j—¢simsz componente Cde ;ﬂy Bz

y k). La funcidn de vearosimilitud

-NS2Z -n -n 1
3 o o =(Zmr) ¢ 1 o zewp [———(Y =X (3 )
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Para testar la hipétecis nula Tsurumi realiza el siguiente cambio

de variable: & =0 - = on 1 la funcid
3 Qn ﬂ“ Y oy B” con 1o que & uncién [l =

dencsidad a posteriori de & =era:
1
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probabilidad a posteriori del radic de los desvios sstandar. Este

método tiene la ventaja, respecto del descripto en 2.3.2 de ser

mas eficiente computacionalmente. Fara ello definen las
siguientes variables:
cr Y X 8l 3
1 1 1 1
w=7;3 é=ﬁiﬁa, 1= . W=[X Vi, X= s V= s o= 3 gue
F3 wY wxz wXZ &

2
=i se reemplazan en la funcidn de verosimilitud conjunta dz  1la

muestira:
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=(N-2k+1)-2

(6 =& )*
J ]

1+ dw (3.! (3.82)

Rg*?

gue 25 una funcidn de densidad t ponderada con las ponderaciocnes
iguales & la funcion de dencsidad marginal & posteripcri de w.

Para evaluar nl(éj/datcs) se puede usar un método de integracidn

ot

numérica o, i se usa el hecho de gue nih%/w,datos) €5 una
univariada, llevar a cabo un test t condicionado en la media a
posteriori de w. Una vez evaluada niféfdetcz} puadan enccntirarse
los IC del (l1-a)% de confianza con mas alta densidad & posteriori
para todos los j. 51 el intervalo incluye el cero se acepte Ho ¥
en casb contrario se rechaza.

Los autores analizan los datos de una funcidén de produccidn
dada =n Maddala ["ECONOMETRICS", 1977, Mc Graw—-Hill, New York,
pag. 196-197] mediante el test de Chow (176
bayesianos propuestos. E1 test ce Chow de 2l val

o

menor que £l valor de F = 2.90. p

{33;333;0,5)

idn es =sitable.

’ e 1 z = N
resultado (0,04573)7/ (Q,C145)= 9,93 cuyo valor de pr

ia regresidn, perc =1 test estandar de homoscedasticicad da  cono
o
es menor del 1%; lo cus sugiere gque existen razZones para
rechazar este supuestoc. Como era previsible, no es adecuado
aplicar el test de Chow en condicicones de hetercscedasticidad.
La funcién de densidad & posteriori de éf rz(éfdatnslp i= 1,
basado en la funcidén de densidad doble t da, como sra ds esperars
los mismos resultados gue la basada en la funcion de densidad
t-ponderada. La diferencia se encuentra en gue =l tiempo de CFU
requerido pars la forma doble-—t es mas gue el doble que para 1a

debe =

3
m
In
m

t-ponderada. La eficiencia de cémputo de ests wvltinm
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que el rango de w es (0,o) mientras que el rango de v s (—w,®).

Los autores calculan los intervelos de confianza(IC) del 9S% con
1s mevor densidad & posteriori (HFDI) pars nitéj/datus); la
aproximacién t condicionada en la media a posteriori de w; 1la
aproximaciaﬁ ge Patil y loc= IC del 95% basado ern el estadistico t
que supone homoscedasticidad. De su analisis se observa que:
todes los IC del 95% incluyen el cerc, es decir nc rechazan H0
e los HFDI cel 954 rechazan H ; excepto parse el
al-insumo. Esto ilustra 1la sensibilidad del
supuesto "falso" de homoscedaticidad v los HFEDI

i
proximados son razonablemente cercancs a los HFDI exactos.

Z.3.4. ESplucidn propuesta por Ferreira(1975).

Como ya se discutid en la seccion 3.1.3 Ferreira considera
el mo- delo de regresidn de dos fases sujstoc a 1los siguisntes
supuestos:

1} la matriz X es une matriz regresora no sestocastica.

2) laz funciones de densidad & pricri o (ﬁu},n 8 ix
nosﬁzzj v 7 {(iog 02} son indespendientes y uniformes =r
tros.

todo 2l rango de variacidn de cada uno de los params
Z) la funcidn de densidad & priocri de 7 es igual & ceroc si T

vale 1,N-1 o N.

utiliza tres funciones & priori distintes para T {expresidn

=5 ;’=(g1,g25g3,g4} s un vector Tfila de constantes

nl:iﬁm’ﬁu’ﬁ}z”az} la probsbilidagd de gue =il SsCalar g

pertenezca a un intervalo (c,d) cualguier

it}
m
n

N=-2
4 i = ‘e E a2 )3 mraRY
Plg'l € {c,d)/%,.Y] TZ; PnN_4 et (c.t).t"(d, Y3 @ »

(3.83)

donde 7 fut) es unsa Tfuncidn de ia Torms

Ky 2 — 5 5 o o L W

te(u,ti=(u-g"0)}/[S (7T)g'C_gs F(N-8)] » C_ es la inversa de 1z
T N T

matriz de ecuaciones normales ¥y 5 (7} esta definicz en (Sa21) -
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Esta expresién permite construir intervalozs de confianza para
probar hipétesis de interés scbhre los parametros de la regiresidn.
Por ejemplo si H0 es ﬁmfﬁéz entonces g° sera (O
el intervalo calculado contiene al ceroc =e ace
nula v, en casc contrario se rechaza.
Ferreira también calcula la probabilidad de gue la wvarianmza del
error pertenezca & un intervalo (c.d) cualguisra: y es
H=2
PLe elc,d)/X,YI=F P[xN_de(S (vi/d, B(t)/c)] nl{t/%:Y} L=
T=7

i
.

m
I

Esto permite testar hipdtesis sobre la varianza del error.
De las expresiones de las funciones & posteriori marginales de
los parametros del modelo pusden hallarse IC bayesianos y test de

hipodtesis para los mismos.

I
n
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4.TRABAJDS EN QUE LA VARIABLE QUE DETERMINA EL CAMBIO DE
REGIMEN PERTENECE A LAS VARIABLES EXPLICATIVAS DEL
MODELD.

4.1, Estimacion del numero de fases de la regresion.
4.1.1. Solucion propuesta por Sprent (196l1).

Sprent estudia el modelo de regresién lineal de dos fases
cuando los datos cumplen con los supuestos del modelo de
regresidén lineal clasico y se conoce el intervalo [xT,xT*ij, en
el cual se produce el cambio de régimen; ésto es la abscisa del
punto de cambio de r€gimen (change—over point), », pertenece al
intervalo [xT,xT+1], con T dado. Si esto ultimo no se cumple
Sprent sostiene que puede usarse el método de QGuandt(Seccidn
3.1.1) para estimarlo sin consecuencias serias. La variable X
esta ordenada por magnitud.

El autor propone un estadistico para testar la hipdtesis de
que el modelo sigue una regresién de una fase versus la hipdtesis
alternativa de que la regresién es de dos fases. Utiliza el
método de los minimos cuadrados. E1  modelo bajo HD es [(3-38)
mientras que bajo H! es (3.1) con el supuesto adicional de gue
o?x§=oz. Las dimensiones de las matrices Xi v xz son
respectivamente (Tx2) y Xz ((N-T)x2). Como T es conocido es
sencillo estimar por minimos cuadrados ﬁi v ﬁz.

Aplicando la teoria de hipétesis lineales se puede construir el

estadistico

(8CR_ — SCR_ )/ 2
H H

o 1 (4.1)
SCRHil{N—4)

que bajo la H0 se distribuye como una F con (2,N-4)grados de
libertad. La regla de decisién es rechazar Ha si el valor del
estadistico es mayor gque el valor F(2,N-4) para un nivel de
significancia previamente establecido.

En cuanto a la sugerencia de Sprent de usar el método de QGuandt
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cuando se desconozca el intervalo en el cual se produce el cambio
de régimen tendri inconvenientes pues modificara la distribucisn
y potencia de 1los estadisticos sugeridos por €1 y deberia
encontrarse la distribucién para cada caso; por esa razon

nosotros no lo hemos considerado.

4.1.2. Solucidén propuesta por Hc Gee y Carleton (I970).

Se han ordenado las N(k+2)-uplas (YL,XOL,Xﬂ“...XkU de
acuerdo a la posicidén de xoL en el ordenamiento de la wvariable X0
El vector de residuos £ se distribuye N(O,o?IN).

Nota: Este procedimiento también es vaAlido si la variable
ordenadora no pertenece al modelo (capitulo 3).

Estos autores trataron el problema sugiriendo un
procedimiento que es esencialmente una mezcla de clustering
jerarquico y la teoria estandar de regresién; es mAs pragmatico
que estadistico pero tiene la ventaja de ser de facil aplicacién
en una gran cantidad de problemas y la desventaja que no pusde
garantizarse que la solucién sea optima en el sentido analitico
vy el uso del criterio estadistico sélo puede ser Jjustificado
por las corridas de Monte Carlo y consideraciones a priori. Ellos
consideran el modelo de una variable explicativa,nosoctros 1o
hemos generalizado para k22 y la unica restriccién es que el
modelo debe tener la misma forma en todas las fases. 8S= deben
ordenar las N (k+2)-uplas (Y;’xm""’xm} de acuerdo al valor de
XU en cada observacién. Este procedimiento es a la vez mas ¥y
menos restringido que los problemas usuales de clustering: mas en
el sentido en que las (k+2)-uplas estan ordenadas lo que elimina
varipos cluster potenciales y menos pues el numero de cluster es
desconocido y debe ser averiguado a partir de los datos. En
piecewise regression se reemplaza el concepto de "distancia" con
el de "bondad del ajuste". Como hay un orden en las observaciones
sédlo se mide la bondad del ajuste lineal para puntos adyacentes.

El procedimiento se puede describir mediante los siguientes

pasos:
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¥Paso 1: se desean encontrar los (k+2) puntos adyacentes con el

mejor ajuste lineal. Se examinan todos los conjuntos de (k+2)

puntos adyacentes y se computa la bondad del ajuste en cada caso

agrupandose aquellos para los cuales esta medida alcance el

minimo valor.

¥FPaso 2: se calcula la bondad del ajuste para:

(a) conjuntos de (k+2) puntos que todavia no hayan sido agrupados,

(b) cluster del paso anterior y un punto adyacente a izquierda,

(c) cluster del paso anterior y un punto adyacente a derecha.

La mejor de estas medidas de ajuste lineal definirid el préximo

cluster.

Faso 3: se calculan las medidas de bondad del ajuste para:

(a) conjuntos de (k+2) puntos que todavia no hayan sido agrupados,

{b) cluster/s del paso anterior y un punto adyacente a izquierda,

{c) cluster/s del paso anterior y un punto adyacente a derecha,

(d) clusters adyacentes (si existiesen).

La menor de estas medidas de ajuste lineal definira el préximo

cluster.

Se repite este procedimiento hasta que 1la regla de detencidén,

descripta mas abajo, indique suspenderlo.

FPara un cluster determinado de tamafio n_ los estimadores MC de

los parametros se calculan en la forma usual al igual que los

residuos estimados; ésto es &thX;XsTﬂ X;Ys, donde (YSXS) son

las matrices de las observaciones que pertenecen al cluster

potencial s; %fY{_§f:‘ﬁ_X;é es el residuo estimado para una
2

n & .
s 1

pbservacién del cluster potencial s y 8= tgx ;::?E:IT es la
medida de bondad del ajuste.

Si se conoce de antemano el numero de fases del modelo el
procedimiento se detendr4 cuando el numero de clusters sea igual
al mismo. En cambio si el numero de fases es desconocido la regla
de detencién propuesta por los autores es:

a) Si el tamafio del cluster es del menor tamafio posible se puede

realizar un test de significancia de la relacién entre Y y X

en el mismo.
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b) 5i se trata de un cluster de tamafo n al que se le agregé un
punto se puede probar si el punto adicional afecta seriamente
la estructura lineal del cluster fijo preexistente.

€) Si el nuevo cluster es la unién de dos cluster pre—existentes
de tamafo n YI% se desea probar si los parametros de ambas
regresiones son iguales, es decir si las observaciones de am-—
bos cluster pertenecen a la misma poblacién.

Un estadistico adecuado para (b) y (c) es el propuesto por
Chow (1960), descripto en 3.2.1(expresién 3.3%9); si supera el
valor de F(ki,n{ﬂu—ztk+1))para un nivel de significancia
previamente determinado se puede sostener que el punto no debe
ser unido al cluster en (b) o que los cluster deben permanecer
separados en (c).

Esta regla puede ser modificada de acuerdo al numero de
puntos aislados que se permitan. Este método indica los
intervalos donde se producen discontinuidades pero no la
ubicacidén exacta de los mismos.

Existe una dificultad considerable en desarrollar una teoria
formal de muestreoc para cualquier tipo de procedimiento
jerarquico como el que se ha desarrollado (aun sin haber usado
este método la determinacién de los puntos de cambio de reégimen
causa problemas pues la razén de verosimilitud es funcidén de
variables continuas vy discretas, lo cual puede ser intratable),
por ello los autores han recurrido a las corridas de Monte Carlo
para indicar la estabilidad de la regresién lineal a trozos. Este
es sélo un método de "comprobacién'.

Este es un problema de enormes proporciones pues aun si se
fija el numero de fases existe una infinidad de modelos que se
pueden ajustar, tal gue difieran en el valor de los coeficientes
y la distribucién de los residuos; por lo gue se puede crear una
gran variedad de reglas de decisién para determinar que nivel
aceptar como "la solucién”.

El método presenta cuatro problemas principales:

1) Tamafio del cluster: si el tamafio minimo de cluster que se

permite varia (ni> k+2) para tamafios de muestras grandes puede

arrivarse a soluciones distintas y si el menor tamafio de cluster

o
5]
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probado es demasiado grande es posible gque se pierda mucha
informacién. El Gnico consejo que los autores brindan es calcular
el estadistico de Durbin—Watson y un griafico de residuos en cada
trozo y, con experiencia, el investigador puede decidir cual es
el tamafio minimo de cluster gque debe probarse v ademas detectar
si se trata de un modelo polinomial.

2) Intervalo demasiado 1largo entre las observaciones: puede
suceder gue este espacio sea cubierto por uno de 1los cluster
estimados, sin ser ésto razonable; el investigador debe examinar
cuan compacto es el cluster potencial antes de dejarlo fijo. A
los cluster potenciales menos compactos se 1les asignara menos
prioridad.

3) Observaciones extremas (outliers): muchas veces la presencia
de este tipo de observaciones impide arrivar facilmente a las
conclusiones y muchos investigadores tienen fuertes convicciones
para descartarlos. El procedimiento propuesto permite identificar
facilmete estos puntos pues son los dltimos en ser incluidos en
los cluster.

4) Observaciones repetidas: si para un valor fijo de %' se poseen
observaciones repetidas de Y el anilisis es una extensién del
procedimiento propuesto pero sdélo se debe exigir que las

observaciones repetidas pertenezcan al mismo cluster.

4.1.3. Solucidén propuesta por Bellman y Roth (1%6%).

Estos autores proponen un método para ajustar una curva
dados 1los datos. No corresponde exactamente al modelo de
regresién a trozos tratado en la tesis perc lo hemos incluido
como un aporte miAs para solucionar estos problemas. Ellos aplican
las ideas de programacién dinamica y definen como el mejor ajuste
a aquel gue minimiza el desvio absoluto entre la curva ajustada y
los datos dados.

Dada la funcién g(x), cuyos valores estan dados en el
intervalo [0,a] los autores desean aproximar esta curva mediante

una secuencia de segmentos, cada uno unido & sus vecinos en los

4]
A



Seccidn 4.1

El test de razén de verosimilitud propuesto es:

= 5 (4.3)

donde y es el estimador MY de la abscisa del punto de
régimen,

cambio de

e i _"" . 2 1 - l\.‘ A~ ..~,.A 2
N (ﬁ02tT: ﬁo1tr>} [CT DTch+r)+ETyTr]
Z2(r)=

Cxx’N(C;~2D}r+E;7 )

T es el estimador del intervalo en el cual se produce el cambio

N

de régimen, 3 - ¥y 3 _- son los estimadores MC locales de la
010T) 02T)

pendiente de regresién,

cr=C__ - c¥ -+ T T (2 -kt -, (4.5)
T ORRT TXAT N T XN,T T XXsT
T
e SAET v - (4.6)
DT N (YTCXXJ+XT Cxx,r)’
T T
= m o = (4.7)
Er N (Cxxx Cxx,r)’
-~
T =N-T1 (4.8)
4T
¥ =— T x (5.9)
o 1=1 L
-
_ N
L (4.10)
T L LA=THL ¢
g — 2
£ AzF [H=x (4.11)
XX,T i=4 it
N
.= = (xfx?)z (4.12)
HX,T e LS 5
1=T+1
N A, :
v C = B (R %1 y (eI
XX N i=4 L

o 2 2 3
Existe una fuerte evidencia empirica de que ZI(y)/e¢ se distribuye

asintéticamente como leo que implica gque bajo la hipétesis nula

4]
o
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U se distribuye asintéticamente como F .Este resultado esta
» .

conectado i i = =

con la no normalidad de ﬁbz ﬁ°1 y ¥ cuando ﬁoz ﬁu‘ o,
pero no ha sido verificado tedéricamente. A pesar de ello es un
resultado muy util en la practica. Encontrar la distribucién del
estadistico U sera muy complicado pues depende de Z(y) que ha

sido hallado mediante procedimiento iterativos.

4.1.5. Solucidn propuesta por Schechtman(1983).

Schechtman investiga mediante simulacién el comportamiento
del test de Hinkley(4.3) para el modelo con restriccién de
continuidad cuando los términos de error no se distribuyen

normalmente. En este caso los supuestos del modelo son:

(1) £did (0,0%), i=1,2,...N

Sz =
(ii) x‘l_._;«’{x,l_?1

(iii)rﬂ1+ﬁo1r=ﬁ12+ﬁozy 2
donde los parametros desconocidos son {21,ﬁé1,ﬁ;z,ﬁ22,y,r Y oy
la hipdtesis de interés es Ho:ﬁ°1=ﬁ°2 Vs Hi:ﬁ°1#ﬁoz.
Para determinar gué consecuencia tiene en el tamafio del test y la
potencia del mismo la vibolacién del supuesto de normalidad
Schechtman realizé numerosas simulaciones Yy arrivo a las
siguientes conclusiones:

(a) Consecuencias en el tamafo del test:

Se generaron quinientas muestras de tamafioc sesenta(N=60), para
cinco distribuciones de los residuos: naormal, exponencial, doble
exponencial, Cauchy y uniforme [-1,7;1,71].

Para cada una de las muestras se calculd el valor de la variable
dependiente(Yi} usando la regresién: YL= 20+50i+z:_l con i que
vario entre uno vy sesenta. En ella no se produjo cambio en 1la
pendiente y se calculé el numero de veces que el estadistico
resulté mayor que el valor critico ﬁsmo—m para a= 0,01; 0,03 b
0,10. Cuando la distribucién de los residuos es Cauchy,

exponencial y doble exponencial no se mantiene el nivel de

o
o
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significancia del test, siendo la primera de ellas la que
presenta peor comportamiento. Para el caso normal (0,1) los
valores criticos de F son muy grandes, con lo que el test de
Hinkley es conservativo. Es decir que el test no tienen el nivel
de significacién nominal ni siquiera cuando se cumple el supuesto
de normalidad.

La siguiente tabla, publicada en el trabajo de Schechtman muestra
la estimacién del nivel real designificacién para las distintas

distribuciones de los residuos.

Tabla 1:

Estimacién del nivel de significacidén.

! Undsrlving distnbutions

Nominal

jevel Douhle
3 Cauchy Exponential exponzntial Nomad Umiorm
aut et 00372 a2 a2 T LEEEY

0us (UETS Q0812 Nukss ELTA g T e (1]
.10 1235 0.1262 i3 [NCEY Gbieis

(b) Consecuencias en la potencia del test:

Se hizo un estudio de potencia de Monte Carloc para comparar
la potencia del test para distintas distribuciones de los
residuos. Como ésta depende de los parametros abscisa del punto
de cambio (y) vy cambio de pendiente (é=ﬁoz—ﬁ01}; para cada una
de las siguientes alternativas se generaron cinco mil muestras de
tamafio sesenta considerando para cada una las cinco
distribuciones mencionadas en (a) con Xt=i; iI= 25000500
1) (¥.68)= (30;0,2) vy ﬁ01=50
2) (7y6)= (3030,2) y A, =1
I) (p,5)= (20:;0,2) ¥y ﬁbl=1
4) (y,8)= (303;0,1) ¥y ﬁ°1=1
De ¢l se concluyd® gue la potencia aumenta cuando aumenta el
tamafio del cambio de la pendiente y » se acerca a N/2. (La
funcién de potencia es, para valores fijos de &, simétrica en el

30).

M‘IZ

punto de cambio de régimen y alrededor de =
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La siguiente tabla, publicada en el +trabajo de Schechtman,
muestra la potencia del test de HInkley cuando 1los residuos
tienenuna de las distribuciones ya citadas, para diversos valo-

res de » y 6.

Tabla 2: Estudio de potencia de Monte Carlo.

Double

z Exponential exponentub- Cauchy  Nommal  Usiform

norAi=130,0.2), 5, =350

0.01 (Lyad5 L0 00936 [IESEES LD

0.08 (L9u%6 100G L1726 1.00) 10K

n.1u 09455 1000 02396 LT LY

s}, d=(30.G.2L 4, =1

0.0} (9648 1EAK) 0036 [[EUET HEEY )

Tided [FELAT LERK) i PARKD 1oas

310 19994 LA HCEY IR

Gi) =g 200l

[FR13 R HE IR e [UA L8 TN

Ld lwily () guuy DMYEH s

{110 LTS 11 w48 1954 Vit et
| wino=50.00

G 155604 Sy LT 130 ey

W3 5028 weTi 1Tha2 1 TR

(B [ HESTI [ LaATHE

Resumiendo se puede decir que cuando los residuos no se

distribuyen normalmente no se mantiene el nivel de significacicn
del test pero la potencia del mismo es muy alta, lo que hace que

siga siendo conveniente la utilizacién del mismo.
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1) Si se conoce de antemano qué observaciones pertenecen a cada
régimen y se deriva la funcién de verosimilitud conjunta de 1la
muestra respecto a ﬁ‘,ﬁ;,olz,ozz se encuentra la expresidén de los
estimadores MV de los mismos, pero no una expresién explicita de
Y. Para ello debe hacerse un cambio de variable 1-1 en (4.15). Se
definen dos nuevas variables yj Y 61 donde ;}=ﬁ”-1%2 si j es
menor o igual que g & r;q%ﬁ si j es mayor que g; Yy 6fau/yk.

El cambio de variable gue se produce es:

con lo que (4.15) se puede expresar como:

2) tk
)--- ¢}

K'r=rkx'6=rk(x~x“’) (%=x" (x—x% ¥y=0 (4.16)

) (2> k)
5 X s=aa=yX 5 SOn las ralices del

donde x'=(1 x...xk) Y X
polinomio. Si se introducen estos cambios de variables en la SCR
de la primera fase de la regresién(SCRi), ésta queda expresada

por:

SCR1={Y1-X1ﬁ;)'(Y=—X1ﬁ1)
Z(Yi_x1ﬁ1+x11ﬁ2_xiiﬁz)'(YL_xiﬁl+x11ﬁ2_xxlﬁ2]
=(Ys_x1r_xxxﬁz]'{Yx_xir“xxxﬁz}
=(Y1—X1rké—xiiﬁ2]'(Yi—Xirké "xziﬁzj

> 2) ey s
_[Yi—(x;x DX =X L) eaa (X =X 1)—X ﬁ]

11 2
[oH) (2) ks :
[Yih(xl—x 1)(X1—X l}...(x1 X l]—Xilﬁz] . (4. 17)
donde 1 es la matriz suma vy X“esté formado por las

tn‘xi)
primeras (g+1) columnas de xr
Si se realiza un cambio de variable an&logo en la SCR de 1la
segunda fase[SCRz), llamando x:z a la matriz formada por las

tltimas (k—(g+1l)) de X; la funcién de verosimilitud conjunta de

60
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la muestra se puede expresar:

1

L= N,z i = exp(—= ——£;SCRiJExp(— ——*;SCRz) (4.18)
1 2 2c¢ 20
(2m) 01 oz i 2

De esta manera se encuentran expresados en forma explicita las k
intersecciones de ambos polinomios. En este caso los parametros a
estimar son ﬁ}’°f’°§ v las k intersecciones z“’,...,x”ﬂ Como
la expresién de los estimadores se obtiene mediante una
transformacién 1-1 de los estimadores MV de ﬁ‘ ¥ ﬁz, poseeran
propiedades asintéticas éptimas por la propiedad de invarianza .

Lo ideal seri encontrar la distribucidén de ;, pero como s una
solucién de una ecuacién polinomial no hay, en general, una
férmula explicita para cualguier ; en término de los coeficientes
de la ecuacién de regresién y ésto complica 1la busqueda de la
distribucién. Robinson 1lo soluciond buscando IC para e
directamente. Estos aunque contienen a » no son necesariamente

simétricos alrededor de é€1. Para ello define una v.a.U:

U={E B ewsC ) (4.12)
o 1 k

donde Czﬁa—ﬁz y ¥ es el shift—point; es decir U es 1la distancia
entre las dos regresiones estimada en el punto donde se produce

2 :
el cambio de régimen y se distribuye normal(O,ou}. Las varianzas

~ -~ -

de ﬁt,ﬁz,r y U son respectivamente:

varcﬁl)mf(x;xs)”‘ (4.20)

Var[ﬁz)=o:(){éxz)'i (4.21)
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! -4 2 1 -1 2

R [ o

Var(y)= + =M (4.22)
X% v o.” 0

12 12 2

k k el
Var(U)=o;=r‘Uar(r}r=[;v°...yk)r"l °l=¢ ¢ mi,y‘y’mfpcyywzg{y)
¥ L=1j3=1 !

y

k

I € -9
Como el cociente U/ou se distribuye N(0,1), la S(.“.F\’1 como una xzaf

con (ni—k—l)g.l.y la SEZRz como una 2302 con (nz—q~1) g.l. v U &es

indepen— diente de SCR1 y de la ECRz’ se puede construir el
estadistico R
1
o "
Re Lo ERL D A i (4.24)
SCR SCR 24 3 2
i 2
3
o’ o’
Y 1 2

. ‘ Z2 P
que se distribuye como una t(r,ol,az). R contiene tres parametros
. 2 2 . 2 2 ;
desconocidos [7’01’ 05). Si se supone que ax=oz, o mas
2. B :
generalmente gue o;=h o ,para alguna constante conocida h mayor

que cero el estadistico sera:

/h“P{r)mm
R= : /n1+n2—k—q—2 (4.25)

SCR1
~ & SCR2
h
que también tendra una distribucién t pero sdlo involucra un

=sélo parametro desconocido py. Los limites de confianza para

) S : i

nlv:les de significancia a son dados por WA - AN
2

1< =

o=ttt o,
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SCRifh + SCR
Sea H= S De todo 1los » definidos por la
n‘+nz~k—q—2

ecuacién polinomial original, los que satisfacen la restriccién

2 2 2
<
o=y (y)([h sz{Y)+qu(YJ] H t;-a/z (4.26)
constituyen 1la regidén de confianza. Los limites de la regién se
obtienen resolviendo la ecuacién polinomial de grado 2k

U ()= [h‘ sz(y)mzq(m] e L (4.27)

Las raices de la ecuacidén U(y)=0, ésto es, las abscisas de los
puntos de interseccién de los polinomios estudiados, estan
incluidos en el conjunto de las raices de la ecuacién t(y)=0 que
esté contenida en la unidén desde i igual a uno hasta a de los
intervalos IL. Este polinomioc recibe el nombre de IC polinomial.
FPares de raices apropiadamente identificadas con cada extremo
definen IC para cada raiz f“. Si todas las 2k raices son reales
la estimacidén MV de y estd contenida en dicho conjunto. La regién
definida por _trcvz<t(7)<tro/z ha sido reemplazada por un
conjunto equivalente de intervalos alrededor de » .

2) 8i no se conoce de antemano gué observaciones pertenecen a
cada régimen la funcidén de verosimilitud conjunta de 1la muestra
es Tuncidén de (ﬁi,ﬁz,aiz,az

sugerencia que Quandt: para cada eleccidén de [ni,nz) estimar

(81,62,012,0£2) y calcular el valor de la funcién de

verosimilitud de la muestra; al par (n1’nz} que maximiza dicha

2 : 2 .
,ni). Robinson realiza la misma

expresién se lo considera como el estimador MV de n. ¥ las

: . 2 2 L : ;
estimaciones de ﬁi,ﬁz,ai Wy o, obtenidas a partir del mismo son

las que se usari&n en la estimacién de p. Frecuentemente no es ne-—

cesario probar todos los pares posibles sino sélo los
“factibles". Se debe tener en cuenta gue n, sea mayor que(k+2) v
que n sea mayor que (g+2) para no obtener estimaciones

2
degeneradas de cf y 0}2. Al estimar a (n1’an en esta forma la

teoria de distribucién para el caso de n, conocide no podra
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aplicarse.

El autor sostiene que para completar la teorfa seria
necesario calcular niveles de potencia para cualguier IC dado
para una eleccién de r'||:l cuando alguna otra alternativa es
correcta. t(y) no tendria una distribucién t pues depende del
valor de n, desconocido ¥y los IC calculados seridn aproximados Vv
no exactos. Este problema no ha sido resuelto hasta el momento.

Robinson discute algunas de las dificultades practicaz en
las cuales 1los procedimientos propuestos por él no son
enteramente adecuados.(Se refiere a las dificultades cuando n es

1
conocido, es decir que se conoce el intervalo I=[x ,x ] donde
n ial

1 e

se produce el cambio de régimen). Estos inconvenientes son:

1) Las dos fases de la regresidn tienen mé&s de una interseccién
en I.

2) Las dos fases de la regresidn tienen intersecciones reales cer
ca de I pero no en €1.

3) Las dos fases de la regresién tienen intersecciones reales pe—
ro no en I ni cerca de é&1.

4) Las dos fTases de la regresidn no tienen interseccidén real en
absoluto.

9) Los IC polinomiales no tienen 2k raices reales y/o las ralces
encontradas no pueden ser identificadas con ninguna intersec—
cidn x“ﬂ

Lo primero que €1 recomienda cuando aparecen estos inconvenientes

es controlar los cilculos y los supuestos del modelo. Si ellos

son satisfactorios la dificultades pueden hallarse en la muestra

v en el hecho de que al estimar y» es forzoso a veces hacer

extrapolaciones lp cual produce errores. Las dificultades pueden

ser consecuencias no usuales de la teoria para ciertos valores de
los parametros. En este caso propone, para cada caso, las
siguientes soluciones:

1) Cuando no hay informacién adicional se puede realizar una

eleccién aleatoria entre todas ellas. (Ya hemos indicado gque el

método propuesto no permite determinar cuil de las k railces es el

shift— point).

&4
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2) Robinson propone el uso de IC mejorados. E1 intervalo I puede
ser tratado como un intervalo del 100%Z de confianza para .
Usando la teoria dada para construir IC se elige un valor de «
suficientemente pequefo de manera que el IC construido (J)
contenga al estimador MV ». Luego se toma la interseccién G=INJ
como el IC mejorado. El valor de o puede ser lo suficientemente
pequefio como para garantizar que la interseccién sea no vacfa. El
nuevo IC es del (1-a)% de confianza debideo a la independencia de

los intervalos.

P(yeB)= P(yel) P(yed)

= (1.0) (1~a)=1-a

Para obtener una estimacién puntual de y se debe considerar el
limite de G a medida que (l1-a) tiende a 1. Para algun valor de a,
G consistira en un solo punto gue es, forzosamente, uno de los
extremos de I. Ambos extremos del intervalo puden obtenerse en un
ejemplo simétrico. Ahora la teoria de distribucién esta implicita
en la construccién del intervalo de confianza mejorado. Para
estimar la ordenada del punto de cambio de régimen se minimiza la

suma ponderada
1 N 1 o
R=——;[Y*~Y‘(r)] +——;[Y*—Y2{r)] (4.28)

donde ?i(;} es el valor estimado de la ordenada de ; mediante la
primera fase de la regresién y Qz(;) es el valor estimado de la

ordenada de ; mediante la segunda fase de la regresidén.

Y, = Y (¥)+ Y_(¥) (4.29)

3) Y 4) Las soluciones para el problema (3) v (4) se da en forma
conjunta. Robinson propone definir un procedimiento de

estimacidén que concuerde con el procedimiento MV  cuando 1las
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técnicas de MV produzcan una estimacién de ; atil ¥y cuando é<sto
no suceda de un estimador sensible con propiedades deseables. Es
decir que la intencién es proceder en el espiritu de la MV. Sea

la regién R contenida entre las rectas verticales xn y anﬂ. Si
1 i

la estimacidn MV(;,Q*(;]) pertenece a R y hubiese sido usado en

la estimacién no hubiera contribuido a la SCR y por lo tanto no

afectari el valor maximo de la verosimilitud. Si el estimador MV

no pertenece a R se determinara un punto (;,$) gue si
pertenenece, gque si hubiese sido incluido en la estimacidén
hubiese reducido el maximo de 1la funcién de verosimilitud el
minimo. A esta idea se la llama criterio de quasi-verosimilitud
(gl).

Ll—t—ewp(— (¥ 2, ——exp(-—(Y =6)%)  (4.30)
Y 2n ai 201 Y 2n c'z 202

A l\:k A
donde 7 =(1 7 #*...r") v y,=(1 ¥ .
El Unico propésito de la gl es obtener un método de estimacidn

¢ : : 2 z
para (y,Y ) v no mejorar las estimaciones de ﬁ;’ﬁz’ol ¥ o pues

()

va existen estimadores MV de estos parametros Yy no pueden ser

P
b
mejorados. S5i se trata a L como una funcién de verosimilitud los

o Lo
estimadores de oj Y oz involucran al wvalor des:nﬁfcidn (;,;).
Esto produce serias dificultades de calculo pues Y depende de
las varianzas. Una alternativa razonable es usar los estimadores
MV de o, Y 9,5 S decir que se las considera como constante
conocidas.

Si se deriva la funcién de Quasi-verosimilitud respecto a cada
uno de los parametros y se iguala a cero se obtendra la siguiente

estimacidn de Y*:

S0 el LN e s .

Va2 ¥ )+ = Y, ) (4.31)
o + o o %
i 2 i 2

~ e

Es necesario conocer ¥. Para ello se debe maximizar L por ensayo
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y error. Esta solucién sélo permite obtener una estimacidn
puntual del punto de cambio de régimen pero no se conoce nada
sobre sus propiedades ni sobre su distribucién. Robinson
sostiene que la razén por la cual se prefieren los estimadores ql
en vez de usar directamente una abscisa en R donde las dos fases
de la regresién t§‘ b4 ?z) estén mads cerca es sobre todo por
refinamiento.

Otra idea investigada para este problema es la de construir
bandas de confianza B1 v Bz de igual nivel de confianza alrededor
de las dos fases de la regresidén y tomar la interseccién de ambas
como una regién de confianza para (y,Y). Un estimador puntual
puede ser definido como el limite cuando anBz + 0. Este método
fue usado para regresiones lineales y cuadraticas en las que dio
buenos resultados pero en polinomios de mayor grado las bandas de
confianza B1 Y Bz (gque son generalizaciones de hipérbolas) pueden
no definir una interseccidn acotada.

9) Cuando el IC polinomial no tiene las 2k raices reales a veces
pueden obtenerse algunos intervalos con un solo limite. En dichos
casos es necesario identificar limites de confianza prospectivos
con rafices. Esto involucra ensayo ¥y error numérico. No se han

realizado estudios adecuados sobre el tema.

Una critica importante gque. debe hacerse al trabajo de
Robinson es que &1 sélo considera el caso en que es conocido el
intervalo en el cual se produce el cambio de régimen.

Robinson propone como temas de estudio para etapas
posteriores los siguientes:
¥Realizar estudios comparables en regresién multiple
¥Estudiar problemas de interseccién de regresiones cuando las
muestras son funciones continuas de procesos aleatorios.

En todos los casos serid necesario mas trabajo para obtener ‘la
confianza correcta para IC obtenidos de una eleccién incorrecta
de n -

¥Proponer soluciones para usar la informacidn de que ¥ pertenesce
a un intervalo conocido I. En este trabajo NO se introduce esta

informacién en la formulacién de verosimilitud, por lo gque se
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estd en condiciones de obtener teoria sobre las distribuciones ya
que el espacio paramftrico de « v # no se restringe. Blisschke en
su trabajo con regresiones lineales fuerza la restriccién de que
¥ pertenezca al intervalo I en las ecuaciones MC, o sea que se
restringe el espacio paramétrico de o« y (3, pero no obtiene
ninguna teoria sobre la distribucién por dificultades
e igebraicas.

4.2.2. Solucién propuesta por Hudson(18966).

Hudson analiza el mismo problema que Robinson en la seccidn

anterior pero sujeto a las siguientes restricciones:

1) El nimero de variables explicativas es el mismo en ambas fases
de la regresién(k=q).

2) Ambas fases de la regresién se intersectan en el punto de cam-—
bio de régimen:y "3 = B, .

3) El1 punto de cambio de régimen estd comprendido entre la Ultima
observacién de oprimer grupo y la primera del segundo:

> -
n n
i 1

Utiliza el m*todo de minimos cuadrados. Hudson define
cuatro formas mutuamente exclusivas y exhaustivas en que las dos

+1 "

fases de la regresién pueden unirse de acuerdo a la ubicacién del
estimador MC de ».

Sea 9'=(ﬁ=,ﬁ2,r,n1) el vector de parémetros a estimar, H, el
conjunto de parémetros que satisfacen las restricciones (2) v (3)

v H,H ,H .H una particién de H. Para cada H se define R = géﬁ

{R(e}}=R(9k) que es el menor residuo MC entre todos los € que
pertenecen a HK v R°= =Hin{Rk} = R(e) que es el menor residuo MC
X

para todos los 8.

En el algoritmo desarrollado por Hudson se buscan soluciones
rosibles en cada una de estas cuatro categorias y se elige la que
produce el menor residuo. Se restringe la elecci®en de los
posibles puntos de cambio de ré¢gimen de manera gque haya por 1lo

menos (k+1) puntos en la segunda fase.
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El dominio de la funcién de verosimilitud es el espacio de los
valores reales de TODOS los parametros, tanto si esta incluido
explicitamente como un argumento de la funcién de verosimilitud
como si no lp est4. Por ejemplo si se escribe 1la funcién de
verosimilitud L{ﬁi,ﬁz) se entiende que esti4 definida sobre la
parte del espacio de (B,;B,) para I cual la ecuacidén »'B=r'p,
tiene por lo menos una raiz real en el espacio de ». Esto es
distinto a lo planteado por Robinson que define L(B3,,3,) sobre
todo el espacio (ﬁ1’ﬁz}’ con lo que puede obtenerse una
estimacidén compleja de . En el caso tratado por Hudson los
estimadores MC son siempre MV si el término de error se
distribuye normal y el dominio de la funcién de verosimilitud se
define como se indicé mas arriba.

Como ya dijimos el autor define cuatro tipos de unién mutuamente
exclusivas y exhaustivas que é1 llamé unién tipo Uno, Dos, Tres y
Cuatro. Se las describe a continuacién:

a)Unién de Tipo Cuatro:

Se refiere al caso en gue ; es menor que el valor mas pequefio de
la muestra o mayor que el mas grande(;<x1 () ;>xN). No se la
considera en el trabajo pues en realidad reduce el numerc de
fases del modelo, por lo que el estudio completo de un modelo con
uno o mas puntos de unién tipo cuatro es equivalente al estudio
de un modelo con menos submodelos.

b) Unién de tipo uno, dos y tres:

Fara definir la unién tipo uno, dos y tres es necesario definir

una funcidén g(y)

g(¥)= r'ﬁ¥-r'=z (4.32)

>

cuya derivada primera es:
x 1 Gyt ) 6(2"(32}
g’ (y)= e (4.33)
&X &X

Los valores de g’ (y) vy 21 hecho que y coincida o no con el valor
de una observacién determinan el tipo de unidén como se sefiala en

el siguiente cuadro:
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yEX, ry=X.

L L
g’ (y)/0 Tipo Uno Tipo Dos
g’ (y)=0 Tipo Tres Tipo Dos

La Unién de tipo tres no se aplica si ambas fases de la regresién
son rectas pues ;'ﬁz=;'ﬁ2 y g’(;'}=0 indicaran que se trata de un
caso degenerado.

El autor estudia por separado los casos en que el tipo de unién

2s conocido que cuando es desconocido.

A) Tipo de unién conocido

AI) Unidn tipo Uno:

Hudson prueba que si la unién es de Tipo Uno el estimador MC de p
consiste simplemente en los estimadores MC locales.

Se desea minimizar R=(Y-XB) (Y-X3) sujeto a las restricciones:
;'ﬁi=;'ﬁk ¥y X (?(Xn+l. Se supondr4 inicialmente que n = es
conocido. Para ;uder encontrar los estimadores de 3 v £, Hudson
presenta algunos teoremas que nosotros hemos replanteado para

hacerlos consecuentes con el modelo general al cual siempre

hacemos referencia.

Teorema 1:

Sea Y=f(X)=f1(X,ﬁ$) in.?itxl =+ fZ(X,ﬁzJ Hr.stxl

con f1(?’ﬁ:]= fz(r,ﬂz) donde fi=x‘ﬁi, i=1,2.

Sean Q:a(x’-,_._,xn}, B’.:b(xi,...,xn) b BZ=Ab(X1’.--,th los
estimadores MC para este modelo. Si r=a(X‘,..-,Xn) v
f%=bfxl,...,xnj; j=1,2 (valor que toman las v.a. 9’31 v 82 para
los datos muestrales X1=x’,...,xN=xN} son tales que:

(1) Xn <r<Xn -
1 1
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(ii) g ir)= === ~ |=0

ﬁ.{ :ﬁ!. ﬁz =ﬁ2

entonces: {%=ﬁj(nj], 3=1,2 vy r=y*(n1) donde los ﬁt{ni) son los

estimadores MC locales de cada una de las fases de 1la regresién

(obtenidos usando separadamente los datos XogewasX ¥

X x x "
xﬁfﬁ,...,xnl y r (n‘) es la interseccién de ¥R, Y XB, -
Demostracién:

S=[Y“Xﬂ)‘(Y—Xﬂ]+2h((fi(r,ﬁi)—fz(rsﬁé)}

Si se deriva S respecto a cada uno de los parametros de la
Bxpresién y se iguala a cero se obtienen los estimadores MC de

los mismos.

L. BB o . &8 , =
> Ty Ag (y)=0 , si 5 > existe en
1 58 ~ A ~ A

Z & A fxtr’ﬁ;]_fz(r’ﬁz)_o

FPor la condicién (i) de la hipdtesis del teorema la variacidén de
S con respecto a ; depende sélo del segundo término de § en la
vecindad de ;. Como f y f%ﬂgnn dleFEHElelES respecto al primer
argumentu se cnncluye que 37 EYlEtE en y= r. Luego de (ii) vy (1)

A=0, ﬁ‘~(x X } - X SN ﬁ"(x X, Y7 ,i aque son los estimadores
MC lucales. Nnta. la prueba falla si la unién es de tipo 3 pues
Q'I;J#O y en general A#0 & si la unidén es de tipo 2 pues § no es
una funcidén diferenciable respecto a » en el punto ; excepto
cuando flh&,ﬁ:)= f h&,ﬂ:), es decir que la interseccidn
coincide, por casualidad, con el valor de una observacién. En

este caso S es diferenciable.

Teorema 2:

e PRt UG My o RE 0000, 1, 00 con

F.x )
rN
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f (r,ﬁ ]—f (?,ﬁ ) dunde .~x ﬂ , i=1,2; vy sean ﬁ=atx1,...,xn},
ﬁ-»b[x ,...,x )y ﬁ —h[x seneg X ) los estimadores MC para este
madeln. Si r—a(x‘,...,yh) y ﬁ"ﬁ (% L2 )i J=1,2 son tales
que:
(1) =

i
(i) f.Ox_ A (n)1=f [x ,8¥(n )]

et S TRy 2t"n 20,40,

iy 1 a
ésto es: p (n1)=xn entonces Qﬁﬁj(ni), con j que varia entre uno
y dos.
Demostracidn:
De (ii) 1la solucién no restringida (B:,ﬁ:,y*} satisface 1la
restriccién (c) del modelo y junto a (i) implica que la solucién

no restringida es también splucidn restringida.

Corolario (conversién del teorema 1)

Si no existe r*[n ) tal que ¥ <r*(n )<x no es posible que se
1 ‘ni 1 h1+1
cumplan las hipdtesis (i) y (ii) del teorema 1.

Demostracidén:
La demostracién se hard por reduccidén al absurdo.
-~ -~
Supongamos que (i) X <7<xn o ¥ (ii) g’ (y)=0 fuesen verdaderos.
1 )

Entonces por el teorema l:r=r*(n1) ¥ B <7*(n1]<xn 4 lo cual es
1 1
absurdo pues contradice la hipétesis. Luego (i) ¥ (ii) no pueden

ser verdaderos bajo estas condiciones.

Aplicaciones del teorema 1:

Si se conoce el tipo de unidn se pueden usar los resultados del
teorema 1 como un medio sencillo para encontrar 1la solucién MC
total tanto si n_es conocido como si no lo es.

a) Si n es cunocxdn se obtienen los e:timadares MC del modelo a
partir de los es timadores MC locales ﬁ (n )y ﬁ (n )} usando los

datos con abscisa (3% ;...,% ) Yy (% e respectlvamente.
i ni n +1 N

X X .
Si se resuelve: fit:"’ﬁ;(”;”ﬂz[?'ﬁz(n )] se encuentra que existe
por lo menos una solucidén para 7 ¥ (n ) que pertenece al

intervalo [xn T ] entonces EB sﬁ ;7] [ﬁ (n ) ﬁ (n s r (n 5
4 - §
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b) Si n es desconocido el procedimiento sugerido por Hudson en
este caso se dennmina Paso 1. Consiste en elegir un valor de n
y calcular ﬁ (n )i J=1,2. SE observa si las curvas tienen por 1o

MENOS wNn puntu de unidn ¥ (n ) comprendido entre % YR Y si
1 1
esto se cumple se calcula:

T(n J=5|:R* 'l*SCR* (4.34)
1 1n1 zr\z

donde SCR:n Vi SCR:n son la SCR locales de cada una de las
1 2
regresio— nes. Si las curvas no se unen T(n‘}=m. Se repite este

procedimiento para todos los valores relevantes de n y se elige
como valor critico el valor de n, para el cual T{nil se minimiza.
La hipétesis de que la unidén es de tipo 1 junto al resultado del

corolario implica que T(n1)<m para algun n -

A.2) Unién de Tipo Dos:
Si se conoce que la unién es de tipo 2 eso significa que p

X

para algun n v g (y) es distinto de cero.

a) n, conocido:

Es facil encontrar el resto de los parametros pues se trata de un
modelo que es lineal en ellos. Se deben encotrar los estimadores

MC sujetos a la restriccién fi(xn,(%]=f2(xn,ﬁé) lo cual puede
i 1
expresarse de la siguiente forma:

HA=0 con H=[1 X %> soux® =1 =% .o.—%" 3 (4.35)
n n n n n
i i i 1 i
IE] =B = (X" X)H TH(X"X)H 1R B (4.36)
Rest i

El punto X puede ser incluido en la primera ©o en la segunda
N
1

fase de la regresién pero no en las dos.

b) ni desconocido:

El procedimiento sugerido por Hudson en este caso se denomina

Paso 2. Consiste en elegir un valor de n.vy calcular
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S(n )=S5CR =SCR +5CR (4.37)

i n in 2Zn
1 1 i

Se repite el proceso para todos los valores relevantes de I 7 1=

elige como valor critico a aquel para el cual 5‘"1} es minimo.

A.3) Unidén de Tipo Tres:

~
Fara este tipo de unién se cumple que:xn <7<Xnﬂ H
i 1

- 2~ ~ ~ o~
T B )= (7sB,) vy T (rsBI=T (¥,8,).

Estos casos puede requerir un tratamiento individual para cada
caso en particular. Afortunadamente sélo se presentan rara vez Yy
algunos autores sostienen que con probabilidad cero. La
recomendacién del autor es resolverla mediante aproximaciones

sucesivas.

B) TIPD DE UNION DESCONOCIDO
Este es el caso que normalmente se presenta en 1la realidad. La
clasificacién de los tipos de unién es exhaustiva, por lo que 1la
solucién final esti basada en el tipo de estimacién gque da la
menor SCR. El procedimiento sugerido por Hudson es =1 siguiente:
caomenzar buscando soluciones con una unién de tipo uno. Para cada

" X X X X
valor relevante de n se registra: SCR_ »SCR_ ’ﬁz(ni)’ﬁztni},yh v
z

1
T(n‘). Luego se comienza a buscar soluciones de tipo 2, VY Se

Ea
encuentra gue algunos valores posibles para rex_ pueden ser
1

desechados de antemano pues el Paso 1 da informacién valipsa en
este sentido.

Se enuncian a continuacién algunos teoremas utiles en la
ubicacién del punto de unidn pues permitiran reducir

considerablemente el numero de calculos.

Teorema 3:

; =T ¥
a) B5i Xn1<yt(n1)<xn1ﬂ v T{n$)<w entonces S(ﬂi) (nl) v
S(n +1)2T(n ).
1 1
. % ! X X b 3
b) &i R [n1J2M1?{T(nj)}=T(J); R [nt}=SCRh 1-+SCRn 5 entonces
| 4
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S{n‘)ZT(J) Y S(n1+1)2T(J).

c) Si: (i) S(k) ha sido determinado para cierto valor k

(ii) R*(n )2Min  £S(k)3=S(K)
. esos k

entonces Stnx]ZS(k) Y 5(n1+1)28ik]

d) Esta parte del teorema se aplica a submodelos lineales solamen
te. Si i:(nl)<r*{n11<§:[n2) entonces U(y) aumenta  estrictamen
te amedida que y se aleja de r*(ni) en cualquiera de las dos
direcciones mientras que y se mantenga en el intervaln[f:[nil,
Xi(n,)3.

Yitni) Y f:(ni) son respectivamente la media de 1la variable Xen
cada uno de los grupos.

Demostracidén:

a) la SCR no restringida es menor o igual gue la SCR restringida.

Por lo tanto si se restringe 7=Xh 6 y=xh*1 se encuentra que
1 1
S(ni)ZR*(nl) ¥ S(n1+l)2R*(n1); como T(n‘)<m entonces

T(n)=R*(n).

b) De igual forma que en (a)
s(1)2R¥ (1)2R () i 1=n_,n +1

c) De igual forma gue en (a) v en (b)
S(1)2R* (1)28(k) 5 1=n_,n +1

d) U(y) es la SCR minima calculada cuando ﬁi v ﬁz son estimados
minimizando la SCR sujeta a la restriccidn f1{7,81}=f2(7,ﬁ2).
La prueba completa se basa en argumentos geométricos dados por

Mc Lauren.

Corolario de (a), (b) y (c):

En el paso 2 sélo se debe probar gue r=xn si para o, ¥ m=nx—1
1
T(m)=w. R(M)<Min{T(i)} v R(m)<Min {S(k)} para S(k) previamente

determinado.

Corolario de (d) (se aplica sé¢lo a modelos lineales)

. _ * = X ¥
81 T(ni)um, ri{n‘)<x v XI(ni)xy [n!)<>(n <Xn ﬂ<X2(n1)

No solamente 1S(n‘)ZR [nll b g 5(n1+12R (nil sino que  también
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S(nl+1)>8(n1), lo cual implica gue no hace falta probar ;=Xn %
bajo estas condiciones. 3
Similarmente . Y:(n‘)<xn‘<xn;1<r*(n1)<¥:{n1) implica que
S[n1)>s(n1+1] Y r=xh es imposible.

Cuando se buscan un;nnes de tipo tres es posible eliminar algunos

puntos de antemano.
Teorema 4:
: - X
(a) Si (i) X =y (n )=X
n‘ i ht

(ii) g* ¥(n )20

+1

eso implica que no son posibles (iii) Xn <}'<}(ﬁ_'_1 y (iv) g’ (»)=0.
1 1

= : x :
(b) Si R (n*)2M1nj{T(J), S(3)7
no son posibles (iii) Xn <7<Xnﬂ y (iv) g’ (y)=0.
1 1
Demostracidén:
Las restricciones fl(y,ﬁ;)=f2(y,ﬁz) v f;(y,ﬁl)=fé(r;ﬁzJ no pueden
reducir la SCR obtenida en los pasos anteriores.
En el Faso 3 sélo se deben buscar uniones de tipo 3 con

Xn <y<Xn?1 para algun n, si T{n1)=m v R*(n1]<ﬁin{7{j),5(j)}.
1 i
Simplificando lo que interesa no es que se aplique la restriccién

de igual pendiente sino la posibilidad de modelar el &lgebra con
una o dos restricciones.

En particualr si 5% es un mi{nimo con respecto a » cuando y=;
para enfatizarlo se escribe 5&%;]_ CSQH SCR de 1la regresién
sujeta a las dos restricciones.

Sea Suﬁr*) la SCR cuando y se fija igual a un r* v la minima

SCR se obtienen imponiendo solamente 1la restriccidn fitr,ﬁ1)=

fZ(Yaﬁz)-

Teorema S:
3
(i) Si una solucidn es de tipo 3 entonces Sm(r)=8‘2 ().

(ii) Si r* es cualquier otro valor de y entonces Su}(yJZSm’(r}.
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Demostracién:

(i) Como Smﬁ;) es la solucién MC local es menor o igual que la
SCR por cualquier otro método ésto significa que SQ’(;) es menor
o igual que Su%;h. Por otro lado si S“J(;] se obtiene
minimizando una SCR sujeta sélo a una de las dos restricciones
satisfecha por 1la solucidén total Su%;)ism%;) entonces
S(“[;)=Stm(;) .

(ii) Sea r* cualquier otro valor de y. Como Sm»(;) es el valor
minimo de la SCR se tiene gue S“%yt)2§z%;) El efecto es que
si se encuentra S%;d para valores tentativos de y y se localiza
el minimo se obtendrd la misma estimacién r=; para i=1 ¢ j=2. En
la préctici se prefiere j=2 pues Qm(r} tiene un minimo més

notable y » es mas facilmente determinable.

Hudson extiende la solucién propuesta para el caso en que el
modelo conste de mAs de dos fases, pero con la restriccién de que
el numero de fases sea conocido. Si todos los puntos de unidén 3
de la solucién MC total son de tipo 1 entonces todos 10;
submodelos ajustados son soluciones MC locales. En general el
tipo de unién serid desconocido. En este caso deben probarse todas
las combinaciones obtenidas imaginando que cada uno de los puntos
de unién puede ser de tipo 1,2 & 3 y se elije como solucién a la
gue produce la menor suma de cuadrados. Aungque el numeroc de
operaciones es finito puede ser excesivamente grande y es casi
imposible de alcanzar en la practica en algunos casos por lo gue
el autor propone otro método més general de aproximaciones
sucesivas. Por ejemplo en el caso de un modelo de tres fases se
puede elegir una grilla de puntos en el plano (rl,yz) y usando un
método como el Steepest descent aproximar la solucién. Sin
embargo la superficie puede tener muchos minimos locales
diferenciables donde cada minime local corresponde & un caso
donde (ri,yzi son ambos de tipo 1. También es posible tener un
segmento de minimos adyacentes diferenciables si (ri,rz) estan en

el mismo intervalo (X .X x) v ambos son uniones de tipo uno.
tal +
1 1

La SCR es continua (excepte cuando un y&=x1 & XN) perc la SCR es

i
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en general no diferenciable =i s & yz coincide con unia
observacidén; en realidad no es diferenciable parcialmente
respecto a ¥ o] i segun r1=Xi (<] yz=xt ¥y ©es parcialmente no
diferenciable en ambas direcciones si (71’72)=(xi’xj)’ con xlij
Minimos locales no diferenciables son posibles si ambos puntos de
unién son de tipo 2.

De todo ésto es claro que un programa de computadora tendra
dificultades en la ubicacién del minimo por lo gue se prefiere el

algoritmo finito desarrollado en este trabajo.

4.2.3. Soluciébn propuesta por Hinkley (196%).

Hinkley estudia el problema del modelo de regresién de dos
fases donde se desea estimar y hacer inferencia sobre el punto de
cambio de régimen(y); bajo el supuesto de gque ambas Tases se
intersecan en y v se desconoce el intervalo en el cual se produce
el cambio de régimen. En un trabajo publicadeo en 1969 encuentra
la distribucion asintética del estimador MV de la interseccidn
que es una buena aproximacién para muestras finitas. (Es el
primer trabajo del gue tengamos referencia donde se logra #sto).

Como ambas fases se intersecan en Y @es ﬂ01?+ﬁuéﬁ°zr+ﬁtzi
por lo tanto r={ﬁu"ﬁiz)/(ﬁ°2w801) v esta comprendido entre X v
e
pendiente pero no hay discontinuidad matemitica en la funcién de

, es decir que el modelo es suave, ocurre un cambioc en la

regresidén. El parametro que debe estimarse es
e =[B°1ﬁ%1,ﬁ°1gaz,1,oz) el cual deriva una distribucién
asintética para ¥y que da un buen ajuste a la distribucidn
muestral para tamafios de muestras moderados.

La funcién de verosimilitud de la muestra es:

(172N

i 1
exp|-
2rc il

L(Y:8)=

(Y_=X_B_) (Y_=X_f_) (4.38)

donde v varia entre 2 y N-Z, “az~ﬁuj+r(ﬁﬁz_ﬁa;3_o ¥ 7 esta
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comprendido entre X YK
o

2
Sea S la SCR si la regresién siguiese un réglmen de una fase. La
funclén Z (r)~5 -S (r) es equivalente a L (r). r es el valor de r
que max;mlza Zf(r) para todos los valnres de r que pertenecen a
[x

1?Xleg3? €ON t que varia entre 2 y N-2.

2 EﬁDZIL? ﬁﬂilt}} I:l::L DL (rl.-'-r)-'-EL?’I.I’-:i
Z (r)= 3 t=2,...,N-2
(C,~2D, r+Er )

XX.
(4.42)

donde CL’DL'Et’t*’ ;L, QT, Cxx;’ C:XA y C:quESta" dados por
las expresiones (4.5) a (4.13).

La aparicion de 502_501 en el numerador de Zf(r) sugiere
que la maximizacién de Ll(r) est4d asociada con maximizar la
diferencia ﬁomu Bouu; luego el estimador MV de ﬁaz_ﬁo1 sera
sesgado.

Como LL(r) corresponde a la verosimilitud de L(r) sélo pira los
valores de r Eue pertenecen al intervalo [xL,x )} ¥ puedes
coincidir con v, Ppara algun t, en cuyo caso ¥, ©es es mayor o
igual que x y menor que x 6 puede coincidir con ilgun valor
de %y para algun t. Por lo tanto para determinar » se deben
comparar los valores de Lt(;ij para todo t tal que ;L pertenezca

~

a [xt,xui) v de LL(xLJ Y Ll(x“1) para todo t en que yt no
pertenezca a dicho intervalo. Se logra reducir el numerc de
cadlculos usando los siguientes resultados:

1) L(r) es continua vya que se verifican las siguientes
igualdades para todos los valores de t. (No hemos considerado
necesario desarrollar aquf la demostracién)

o bl 2 ~r b LY
a)(ﬁOZ(L} I‘?O:l(l.}] [CL—D!.(YL+K1)+EL?I.}‘I.]_

e

a3 z Rl
= - - “+ + 3
( oz(i-1) ﬁnzu-n) [Cu1 qutyt x ) Etzrl1 L

b)8 =C —2D x +E x°=C_ —-2D x +E x°=0 (4.44)
t L : 1 R t-1 L=1 L -1 L L=
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2
Luego Zt_‘{xl}=2f(xt] gque junto & la continuidad de Z:(r) da el

resultado deseado. Las derivadas de L(r) no existen en r=ux

e

2) Bajo ciertas condiciones en 7, Lt(r} es convexa para los
valores de r que pertenecen al intervalo [xt,xli). (Las
+.

condiciones s e D— < - <
S e Dl. Elxtﬂ._o Y DI. Eth_OJ'

Sea

Co S t=2,...,N-2 (4.45)

= 2 g
el valor de r para el cual Zl(r} alcanza su minimo valor, cero.

Si se considera a ét como una funcién de la variable rt es facil

mostrar que si

Et—Dl pid i EL—DL X,

< rL < = <xt & & >x

D -E. x D -E x SR A
L L L+1 i t t

L+4

Esto es, Ll(r) disminuye a mediada que fr—;t[ aumenta para
>&$r£xh1. Estos dos resultados permiten dar una versidén
levemente mejorada del procedimiento de Hudson (1966) para
estimar ; pues busca L(r) con un numeroc minimo de cilculos. Se
prefiere usar Zf(r] en vez de Sf(r) no sélo por simplicidad sino
porque el maximo total Zi(;) es el estadistico de razén de
verosimilitud para testar igualdad de pendientes en ambas fases
de la regresidn(Seccidn 4.1.4). Por otro lado es obvio gque hay
mas informacidén en cada ;tde la gue se ha usado hasta ahora en

~

la bisqueda de estimador MV .

e “~

Los sucesivos valores 7L37u4"' son depeni}entes unos de ntrgs
de manera tal que si ;=71e50 implica que rh1estaré cercano a P,
y estari mis cerca mientras mA&s grandes sean t y N-t. Para
ilustrar ésto Hinkley genera una muestra de cincuenta
observaciones usando desvios pseudonormales con valores de los
parametros ﬁox= 0,0, ﬂ02= 0,4, Y= 20,5, o= 1 ¥y xt=t :
t=1,2,...,50. La verosimilitud L(y) aunque no es convexa Bs muy

suave y y= 27,95.
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g

En el grafico de % ~versus v, se observa un comportamiento

~
interesante. Aparententemente siempre que ; es mayor gque X“i,zl
Bs mayor que X o3 ¥, similarmente cuando ; es menor que X, (55
85 menor que xl. El examen de otros ejemplos muestra que este
comportamiento es mAs consistente a medida que N aumenta. Esto

~

esta relacionado con el hecho de que las fluctuaciones de ¥
-1/2

t

~
alrededor de y son del orden O(N ) cuando t no esta cerca a 1

~

-~
6 N. Esta conexién entre » vy los ¥, puede ser usado para

-~

construir un procedimiento gue converja en y comenzando con

A -~

valores tentativos de t ya que Yy €S una buena agrnximacion de ».
Un examen mids sofisticado de la coneccién entre y y los y lleva a
la distribucién asintética de ;. Hinkley obtiene dicha
distribucién.

Feder y Sylvester (1968) demostraron que ; se distribuye
asintéticamente normalj;pero un estudio empirico indica que ésta
es una aproximacién inadecuada para muestras pequefias. Sin
embargo la normalidad asintética de ; indica un grado de suavidad
asintética poseido por L(r) util en la busqueda de un resultado
asintético alternativo para la distribucién de ;.

Es dificil trabajar con ; pues no se tiene una definicidn
explicita del mismo; pero su normalidad asintdtica indica que ;=
%, con probabilidad cero, por lo menos asintdticamente. Se ha
mostrado que la siguiente aseveracién se cumple con una alta

probabilidad:

Teorema:

[y, > x a9 > xt] si y sélo si [7L > G > Xt] con £<t".

b R

A) H) ;vt>xl = 91_1>xl

>w {
T) rr>L > y)yt

L™ s
D) Supongamos gque rl>>¢L entonces rp1}x1

- >
?Il> <1. 7 rl.—!. >1'.
L' ~

A = > ¥y N
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La"d a3
>u >
?'s A = 2’2 Ks
Fal s

~
Esto implica que r#rl v r>:<‘.

B) H) » >x B ¥rx

T) » >xl » ¥ ‘>xt

D) rl>xl 5 ¥IX
rL—x>XL—: > 7o
Rl -~
>
72>Xz + X,

-~

s
8i xl_li'rl_i(xl ésto contradice la hipétesis pues » puede

ser igual a v, para algin t<t’, luego Yl-i}):l.‘ Sin pérdida de

generalidad se supone gue ﬁ02>.-?m ¥ gue los %, estidn igualmente

espaciados. Usando las propiedades (4.43) y (4.44) de
continuidad de L{r) se tiene:
(ﬁozft-ii.—ﬁoﬂt‘-ﬂ J {Gl'—1+ [Dl—i_El-ixl ) [X _rl—i.":

=(f3 ){@,_,+(DE x ) (x —?’)x 32254, 0005 N2 (4.46)

OZ{I.} OML)

Para % igualmente espaciados DL—L_EL—SKL ¥ DL—Elxt son ambos

menares que cero si t es menor que——(N-1) ¥y ambos son mayores
£

gue cero si t es mayor queL(N-i- ) oy Dt es mayor gQue cero para
todo t. "

Por ejemplo si t es menor que —:l;"‘{N 1) para tndm £ maynr gue cero
la expresién (4.46) sera: {P(r >~: i +£l§’(r >>< Y?’ =X +£)

De (4.46):

AB, €8, _ +(D ~E x )(z <> )} Q

N
A t-2  t-t t t=1 t=4t
O,L-1 ~

b s, enor que cero dado Que X,-y,=—f&£ &
i Lyt-im & Q : R =

m
o
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A + -
£ {Q i (Elxl Dl)s B .
& = . < L
= D i b
A ﬁﬂ.l~s t-14 t-1"1 L=t TL—1 T
s
& ;"‘.\.— {GL—$+(EL}{L_DL)£}>QL~1 <
0,1-1%
el N, Q . HE x D )e (E x =D )e
g ~ < =14
Q
A B, Lt T
= — 601-1 Ele-Dt
s A LR e N Fg IR c] =
ot =1
ﬁol—: SCIN-t)-t]
=P v T —
5 AT oty ¢
ot

~ ~ S[(N-t)—t]
SR T T S T 2e(N-t) E} gl
~ ~ SC(N-t)-t]

d 3 = — ",
La media y la varianza de .-’BL__1 ﬁt{1+-§Tﬁ:ET€—ﬂs;~ son del orden

O(NY) y O(N) respectivamente, con 1lo que P(rh1>xLth=xL+£) >
1
(I)[—OITVZJ] para t<§—(Nv~1) y para todo £>0.
Como la distribucién de ¥, es continua y acotada en % entonces:
Plr, % /r>x )= ¢L-0(N"7) , t<5(N-1) (4.47)
Para aplicar esta expresién a la distribucién asintética de ¥
debe notarse que por definicién :
> =
P(y)xl)_P(yt>xL,rbd>xt,...,r2>x5)
L Rl R bl s LA
= > > 4 4,438
P(rl>xtJP(rb1>xt/rl>xt)....P(rzxxglrs.x4...r‘>vL) 4,48
Esta desigualdad es estrictamente necesaria debido a la

~ bl
posibilidad de que y>xt cuando x55y5<x9“ para algun s<t. Sin
embargo la suavidad asintética de L(y) indica gque se puede

ignorar esta posibilidad cuando se deriva la distribucidn
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F ()= : 4+ ‘ ¢ <<y .5
1( : b Fz[>t+1} % - ¥ Fifht} ¥ MRS (&80
L+1 t L+1 L

(4.93) se reduce a (4.52) cuando x=x & H=XL1‘E1 célculo de las

probabilidades en (4.52) se simplifica usando una aproximacién a
la distribucién de -

F'[7L<>:J-_"*‘B[—,n?{7+9t—[1—9{)}/Zt(x}_] (4.54)
ﬁoz“ﬁoa
donde: 3= =
X - =
i SR =
il {i§1v1 (>’._1 r)—(N-t) x, 23 si t<7
o =0 si t=t7
g -
1 = ! 5 4
t {L§T+1{xi ) t X, QL, si >y
T oty e si t<t
i=t+er L Ty i 4 xx,L
6t= =0 si t=T1
T —
L§T+‘ [xi—xL) (xi—r)/CxxA si t>r
(; %)% (;*—sz
2 1 1 i :
5 = = 4 —=—
BT e R T T TCx
xx,t x¥, L

Una alternativa de F; puede ser derivada del hecho de que 1la
suavidad asintotica de L{p) implica la equivalencia asintdtica de

A ~ .

?‘T, ?’Tﬂ,....

Una forma de ver ésto es notar que la diferencia entre las
derivadas a izgquierda y a derecha de la funcién de verosimilitud
conjunta de la muestra con respecto a y en y=x  es del orden
O(N™") relativo a la magnitud de la derivada sin dar  argumento
mas formal se deduce: P(;<x)2 Fz(x)= P(;T<x)

Esto incidentalmente lleva a la normalidad asintética de p

8&
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P(r<x)= ${B(x~r) Y(T(N-1)74N)} (4.55)
Debe enfatizarse el hecho de que la dicotomia de F1(Xl) depende

del hecho de que los %, en este caso estan igualmente espaciados.

Fara cada configuracién de los x, se debe hallar F (x} y F_(x).
1 2

Un anilisis completo de los datos incluye también el cilculo de

-~

§=(ﬁ02—ﬁ01}/o. El estimador MY de f3 es (ﬁoz—ﬁol)/a donde ﬁo; v
ﬂoz son estimadores MC cuando las dos rectas se restringe =&
-~ -~

intersecarse en %=y. (3 se distribuye asintéticamente N(ﬁ,vz), con
1 1

2 Lo

Vi=e=——t———_ Gp esperaiun sesgo positivo en (3 para muestras
X¥AT RN

Tinitas pues la maximizacién de L(y) est4 asociado con maximizar

la diferencia entre las pendientes de ambas regresiones.

Para estudiar la distribucién de ; empiricamente con la idea
de comparar las aproximaciones th.) y F,(.) Hinkley generd
observaciones variando [, y N, tomando en cada casc S00
muestras. El examen de los resultados mostré que para ciertas
combinaciones de 3,y v N el problema de estimacién estaba mal
definido, ésto es la Var(;) es grande Yy hay un sSESQO
significativo en ; v ﬁ y adem&s la var(g) resultd ser mucho mayor
gque su valor asintético. Basandose en esta ¥y otras simulaciones
se puede considerar que los casos mal definidos son aguellos pars
los cuales ﬁTtN—?J/N es menor gue cinco aproximadamente.

En los casos bien definidos 1la comparacién entre F.(.) v la
distribucién empirice de ; indica que la aproximacion es buena.
FZ(-) no es una aproximacidn tan buena, aunque mejorsa
considerablemente cuando N &umenta. BGraficos normales de 1la
distribucidn empirica de E revelan un ajuste excelente a Ia
distribucién normal asintética en los casos bien definidos. pero
con un pequefio sesgo positivo. En la practica 1la magnitud del
sesgo es despreciable en comparacién con el error estandar. En
ninguna de las comparaciones la posicién de » parece tener
demasiado efecto, salve en determinar si un casoc esta mal
definido o no. La distribucién empirica de ; para 25=N=100 es
uniforme en el rango 2=y=N-1, con una leve tendencia a aumentar

en el punto final. Esta distribucien asintética alternativamente
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de ; hallada por Hinkley, aungque es una buena aproximacién para
tamafios de muestras moderados, es complicada de usar, por lo que
¢l continuda trabajanﬁn y encuentra la distribucién del estimador
MV de y vy de su intervalo de confianza.

Considera por separado el caso de que ﬁoz sea conocido o
desconocido.

sl ﬁoz desconocido:

Los estimadores MV de ﬂoa ¥ noz van a satisfacer la ecuacién

matricial:

Lo ~

Eal -~ ﬁ s -~ ﬁ 2
1 L6 S Lo1,T
QT(r,V)l P ]— AT(rT,r) [ P ,} (4.56)
-} 02,7
donde:
X - = X K =
Cxx,t+tt (xL—r)(xt—zJ —-tt (xL—r)(xL—z)
A, (r,z)= _ VA - =
% ﬁtt*(x —r)(x*—z) NC* +tt*(x*—r3(x*—z)
t L xx,t £ t
v ¥ estid comprendido entre Xy X» por definicién.
Si P, entonces (ﬁ°1,ﬁ°2}=(30£,ﬁ°2)
NG +tt (%, =) (% ~) —tt¥ (% ) (x-»)
i) xx, L L L t L
Az (ysr)= S RS s
T Ry Bt 8 X B X_
tt (xl—r)(xt—r} NC”'t+tt (>:L ;-')(xL )
L chx,t+tt (xl—rTJ(xL ¥) tt(x —v ) (x, v)
A (y _,7)= S g
r 'y x — ~ —% ~ X X —k_ X
i (xl—rTJ(xt—rl NCxx"+tt (xl ;V_r)(hL )
o O BN ﬁo: 'fOiS
Si i entonces a = A
oz 025

Sea S la SCR alrededor de la regresién ajustada entonces

N — M -~
z Y2 g .
=X (y - — - N-4)g.l. debe estimarse
§=.Z (y.-Y) ﬁDCx_N Z{¥) tiene ( lg (

2 " 3 1
. M de si la regresién
ﬁh‘;ﬁofa y ¥). B, es el estimador B B, reg
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siguiese un régimen de una fase. La distribucién asintética
normal de los estimadores MV es facilmente derivable (Sylvester).
La consistencia implica que [E(Y/x=r3,ﬁot,ﬁoz,r) se distribuye

asintéticamente como [eT,ﬁ ,ﬁozT,yT), excepto en casos

04T
patolégicos. El cémputo de la matriz de informacién de Fisher
condicionada en v da la siguiente expresidén para las varianzas

asintdéticas.

2. K z A= 2 Z. Kk 2
o, n i ﬁoa e ﬁoz ﬁoz (xT—r) lG:::z (AT )
Var(e)=o *( 3 )2 + : + C* (4.57)
it ﬁot 'Goz ax ., T XX, T
2
S o
Uar[ﬂoz)=c— (4.58)
xx, T
2
2 o
e R L
Var[ﬁcz) X (4 )
wx, T
(;;r)z (i —r)*
Frrr i) (S | & 2 o
Variyl=oq = * =S : + = /B, ﬁozl (4.60)
XX T ¥x.,T

De la normalidad asintética se deduce gue la SCR S se distribuye

: - 2 2
asintdticamente como o xN_d.

2) Boz conocido e igual a cero:

Sea Sf(r) la SCR del modelo sujeto a la restriccidn 802=0, ==t vy
r=r.

~ b 2
{(C'~D'(y'+r) + £'7'rl
& N oy L(rl 15

2 _ L= e
SL {r)_igxtyx YN) ﬁou

(4.61)

=]
C=2D'r + &'r
L L L

y

rtes el estimador MC no restringido de » condicionado a que 7=t ¥

x , x B :
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El estimador MV ; maximiza la funcién continua Z°(r) definida
como el término final de (4.61) para los valores de r que estan
comprendidos entre U xudi‘cnn t que varia entre 2 v N-2. El
procedimiento para calcular y es el mismo que s=e desarrolléd
cuando ﬁoz es desconocido, pero ahora usando la funcién Z°(r) en

vez de Z(r).
2 3 e )
S.(r)=i§t UK—YNJ =Z'(y) tiene N-3 g.l. y se distribuye como
A
Xy-3"

Las varianzas de la distribucién normal asintética de (9,,‘?o ,;)
1

son:
2z
o o
Var(e)= ¥ (4.62)
T
2
A o
Uar(.@m)=c—— (4.63)
xXn, T
y  var(p)=o{ie L4 G e P (4.64
x T TH Y xx,T or” -64)

Existen dos problemas para usar la distribucién normal
asintdtica de los estimadores directamente, en primer lugar las
varianzas dependen de parametros desconocidos, particularmente la
02"601
distribucién normal asintética puede ser una pobre aproximacidn

varianza de » depende fuertemente de 3 y ademas la
para muestras pequefias, en especial en el caso de ». Esto llevd a
Hinkley a construir intervalos de confianza simultéaneos para » vy
E(Y/Xi=r). Para tamafios de muestras moderados las distribuciones
de EDI,BOZ ¥ ; son muy bien aproximadas por sus respectivas
distribuciones normales asintéticas.

Como la la distribucién xz es aparentemente una aproximacidén
razonable de 1la distribucién del estadistico de razén de
veraosimilitud para muestras pequefias, él considera la
construccién de IC para y usando los estadisticos de razon de
verosimilitud apropiados. Nuevamente el argumentoc usado por el
autor es empirico. Como ya hizo en la otras situaciones trata

por separado el caso de ﬁoz sea coneocido o desconocido.

1) ﬁoz desconocido:

Por la construccién de Z(r) (4.42)[Hinkley,19469] el test de

0
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razén de verosimilitud para H::r=ro con tamafo asintético & es

aceptar H: si:

PG I Z(r,)

(N—-4)=<F (1-&) (4.65)
(s 1,N-4

4 es una aproximacidén del tamafio del test para muestras pequefias.
No puede determinarse el tamafio exacto del test pues las
distribuciones no son exactas. La regién de 1-& de confianza
para y es el conjunto de v, que satisface (4.65). Como Z(rl no es
necesariamente una funcién mondtona decreciente de Z(y), la
regién no es necesariamente un Unico intervalo En 1la practica
parece razonable tomar como una aproximacién de la regién de
confianza el intervalo mas pequefio que contenga las soluciones de
la misma, a menos gque la funcidén de verosimilitud tenga dos picos
distintos. Al hacer ésto se hace el test conservativo. No se

conoce la probabilidad del intervalo, sino sélo una cota inferiaor
; ( it ;
noz ﬁoz’
—————————‘ v
o ’
tiende a cero cuando T ¥ N-t aumentan. De manera que ahora el

1-4. El error de ésta aproximacién depende de ]

intervalo de confianza aproximado para y es (Yi,yzl con 71 Yy o

la raiz mis pequefia y mds grande respectivamente de:
Z(r)= IZ(y)-S5 FiN—¢{1_é}/(N—4) (&4.66)

Por la definicién de Z(r) para cada t la ecuacién (4.66) es

cuadratica para los r comprendidos entre 7 M Sustitucién

directa en Z(r) da
LtrZMZMtr +N =0 (4.67)
2 e S = z
HowEe L1={Z{r)_SFLN-4{1“6)/(N_4)} E{*%“Eﬁl’ (ﬁom_ﬁou) /CXX,N’

] 2

M={Z(r)-SF __ (1-6)/(N-8)3D~(D -E7 }(C-D7,) 52 Mg L L

-~

/CXX.NY N f{ £ (r ) _SFi,N-d (1~G) /NG ) }Ct_ ( Ct_DtrL > A ﬁOZL ﬁo:.r. ) CXX.N "
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superior del intervalo de una cola Be obtiene en una forma
Bimilar.

2) ﬁaz conocido e igual a cero:

La regi¢n de confianza para muestras grandes para » es el

conjunto de valores de r que satifacen:

(N-3){Z"(r)-2"(r)}/S°SF _ _(1-5) (4.69)

i,N-3

con nivel de confianza asintético 1-5.
Adoptando el mismo procedimiento para aproximar el intervale que
en la seccién anterior se reemplaza (4.67) por:

L, r"-2M r+N =0 (4.70)
donde: L;= {Z"(r)-S°F,,  (1-6)/(N-3)} E -5, (D/-Er )" ,
M{={Z"(r)-S'F,  _, (1-6)/(N-3)}D -7, (C;-D(7 [ )(D;-Ex[) ¥
N/= {Z°(r)-5°F, , _, (1-6)/(N-8)}C; -, (C;-D;7 ).

La derivacién de ¥, v 7, e hace en la misma forma gue en la
seccidn anterior. Como en el caso ge Goz desconocido 1la
aproximacién normal a la distribucién de © y ﬁ01 es adecuada para
tamafios de muestra moderados.

Como ya indicamos antes, Hinkley (1971) encuentra una regi®n de
confianza conjunta para 7 y 9=E(¥/X=r). Una de dichas regiones
es un rectingulo formado por dos intervalos de confianza
individuales, pero ¢sto tiene dos defectos familiares: ‘hay
}nfinitas regiones de ese tipo para ese nivel de confianza y € ¥y
¥ estiAn correlacionados, de manera que la region sera
conservativa. La alternativa es usar regiones de verosimilitud.
Como en los casos anteriores considera por separado el caso en

que ﬁoz sea conocido o desconocido.

1) ﬁoz conocido y cero:

La SCR del modelo condicionado a que Bozzo, T=t, ¥=r y 8=w es:
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N o {Eityi—w) (.\:L—r)}
S lr.w= = 2 e e e
. v 1.51(:"'1 yN}

(4.72)

r esta comprendido entre Xyx, v t var{a entre 2 y N-2.
Z'(r):math’(r,wJ. En particular Z°(¥)=Z"(¥,8). El estadf stico
Z°(r)-Z2"(rv.8)-AB a?xz ror la normalidad asintdtica de los
estimadores MV de manera que la regién de confianza 1-6 de (r.8)
para mueqtras grqndes es ql conjunto de (r,w) que satisfacen:

') 22" () =28°F  (1-6) / (N=3) (4.73)
Se puede resolver (4.73) para muchos valores de w, o para muchos
valores de r. En cualquiera de los dos casos se obtiene un
conjunto discretoc de puntos en el limite de la regidn de
confianza. Para valores dados de w una solucidn aproximada se
obtiene en una forma similar a la seccién anterior. Para valores
dados de r (4.73) define una tYnica funcién cuadritica para todo
w, de manera que puede ser resuelta sin dificultad.
Se puede ver fiacilmente que los puntos limites para un r dado son
las solucioneB reales de:

5, (:—mz—:Hl' (F) Wk (r)=0 (4.74)
i L Zz
con G'{ri= N{C +tt O =) AN
L 2L L
, . o = ] i S =
H' (r)= MN{C T I | 4 1T T o A T o B
L xx,t N " oiL 1 2 L
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- = 5 z T i
Kotri= (C R SRITa B =28 (1-6)/ (N-3)+N o
o et Bl e
R ST

Toda la grilla debe ser cubierta pues pueaen ocurrir regivice
disjuntas, lo gue refleja la no convexidad de la verosimilitud.

2) ﬁoz desconocido:

Cuando Boz es desconocido la SCR correspondiente a Z (r,w) puede

escribirse: ,
=t 7 4 s e -
Lo Ar wi==NOr —-w)“=-g° ¢ + C .+t —r) #/4c > P
N oN Xx,N {'Gou xx,L ti“t i P £ +t{}:t e i
= * * * ¥* TS, S 2
4 & + sl "k -2 * * = 2

kﬁuzt e t h.'r r)Ge w3 /{C“'l—f-t G =73 (4.7%)
< i . ="
e Srax 8 t=2,...,N-2).

La regidn de confianza para muestras grandes es ahora el conjunto
de puntos (r,w) que satisfacen:

E(r,wJZZ(;)—ESFi' S1=8) 7 (N-4) (4,.78)
Las soluciones para un w dado requieren la solucion en una serie
de ecuaciones cuadridticas en r. ‘

Las propiedades de los procedimientos de inferencia discutidos
ror el autor sBe basan en la teorfa de muestras grandes y pueden
no ser aproximaciones adecuadas en muestras pequefas. Por esta
razon Hinkley considera importante investigar las propiedades
para éste caso empiricamente. Se generaron 500 muestras de un
modelo de regresién de dos fases. En cada caso se ajustaron los
dos modelos considerando por separado los casos: ﬁoz con?cido v

,, desconocido. Comparando la media empirica de 3, €, » ¥ o”
con los valores verdaderos de estos parimetros se observ® que hay
un S€sgo Pequeno Pero positivo en ;cuando R, es conocido, ¥y
ademis la Var(r) es considerablemente mayor que la de la
distribucién normal que la aproxima. Por otro lado el tamafio
empi rico del test de raz‘n de verosimilitud conjunto de (7,8)
usado en el procedimiento de la regi¢n de confianza y el test de
razén de verosimilitud de ngﬁozzo estuvieron cercanos a los

valores tedricos.
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Hinkley grafica la distribucion empirica de ; versus los
cuartiles normales para ﬁoz conocido, siendo evidente 1la no
normalidad de la distribucién. La distribucién de Hinkley para
muestras grandes también presenta un mal comportamientoc en este
caso. La distribucién empirica de 51 tiene una buensa conccrdancii
con la aproximacién normal, con una varianza apenas aumentada. 8
tamién se comporta razonablemente bien cuando ﬁoz es conocido,
peroc el efecto de sacar esta restriccidn es dréastico, pues en
este tltimo caso la Uarfai empirica es considerablemente normal
para la distribucién de 8 es malo para muestras peguefias.

El estimador insesgado de 1la varianza de ;z presenta un
comportamiento muy bueno.

El tamafio pequefio de muestras también tiene influencia en 1a
distribucién empirica de Z(;)—Z{r), pues produce colas un poco
mas largas gque }a distribucidén xi) que la aproxima, peroc debe
enfatizarse el hecho de que en muestras un poco mayores gue las
consideradas por Hinkley en esta simulacié la distribucidn
asintdtica de E Yy Z(;}—Z(r) son muy buenas aproximaciones,
mientras gque la distribucidén de ; converge muy lentamente a 1la
normalidad.

Como va se indico antes Hinkley supone que las observaciones son
independientes, se distribuyen normalmente y tienen varianza

constante, generalmente desconocida.
4,2.4. Solucién propuesta por Hilliaes (1%70).
Williams estudia el modelo de regresién de tres fTases con
una variable explicativa donde se desean estimar los dos puntos

de cambio de régimen, ¥, ¥ El modelo se pusde expresar

mediante el siguiente sistema de ecuaciones:

?&
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= b + i <
YI. ﬁtuxi. ﬁ“. S'L i XL—}"
= + + i =
Yi ﬁozxt ﬁxz at e rl<xi_y2
= + + i
YL ﬁosxi ﬁxs €4 o xL>"vz
donde los residuos £ son independientes, idénticamente

18
distribuidos N(O,og};~y en forma matricial:

¥, X, 0o o g, e,
v. { =" X, © g e (4.77)
e 0 00 e B, 2,

donde £ se distribuye N(O,o;INS. Esto ¢ltimo no se cumple muchas
veces en la practica, sin embargo el autor ha seguido 1la
practica usual de suponerlo valido.

La estimacidén de ¥, v r,es complicada pues la funcién de
verosimilitud no es diferenciable respecto a2 1los mismos. En
cualquiera de los intervalos [xt,xhﬂl,[xj,xhll,ccn i menor que
js puede existir un maximo local (o supremo) de la funcidén de
verosimilitud tal que xiﬁrisxhi Y >%£rz£xﬁﬁ.

Los procedimientos iterativos estandares para obtener estimadores
MV no son apropiados y es necesario evaluar el supremo local para

cada par de intervalos. Williams extiende el procedimiento

sugerido por Hudson(Seccién 4.2.2) al caso en que haya dos puntos

de cambio de régimen. Para ello define un rectangule en el
planD(Tz,TZ) : con vértices
¢ £ b 33 ¥, )definido or
(yi.!xj),(x".ﬂl,h_'i)’( L,KJHJ,( L+1“ J*‘ij P
oLy KT £y, Lw €T <y Y de manera que el nuamero de
A5 £ e ) 2 et TN
i i 1 { X b4 X b
observaciones en los intervalos [h‘ﬁ%],[xhd,\ﬂ b, r i6a® N]

seri respectivamente nsn, ¥ Nge. Fara cada una de los pares
posibles (i,j) con i menor que j la expresidén del estimador MC de

? es:

ST
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.» i
Bl [oxx )y

= [y b2 - e e i
ﬁﬂﬁﬁ ﬁé (szz) x2Y2 _(thyxdd) x(hDYﬁJ) (4.78)
= 3 L TP
ﬁa (XSXSJ ans
X ¥ \ .
Sean (y ) las intersequen de la primera y la

i{i.,jl’?’ztt,jl
segunda y de la segunda y tercera fase de la regresién estimads

respectivamente y SCRTj

la SCR de este modelo que para este punto
de interseccién alcanza su minimo valor. S5i se restringe a las
fases de 1la regresién a gque se intersequen en un punto
determinado {r;,r;], con y; que pertenezca al intervalo [xi’xhsj
Y 7; que pertenezca al intervalo [xj,xhij, con 1 menor, gue j., el

estimador de los parémetros del modelo restringido sera:

-~

| I=H o g = :A = { .7 }
PP Tk j) *[H(X (p¥ap) B (CHB, ) (4.79
¥ la SCR

e (. AF )

‘ t X, ORI AR 4.80)

SOR e ™R s ‘Hﬁ X e Wan
1 b § ~y (0] Q

donde H= 3 = >

Si XEY*SX, y Xfy*fx_ entonces la SCR_ . es un minimo
L 131 } 2 Jjri R
igual a SCR’ o Si ésto no se cumple 1la SCRmtp alcanza su
L .
minimo valor en algun punto de los 1limites del recténgula con
vérti .
tices (XL,Xi,-i-j] ? (X "xl,-r_]-r,t}, (XL-'-I.,XL'P_]-] ? (xi*lgxi-rj-rl)

indicado en la figura.

Williams supone que la funcidén es céncava en ese rectangulo
pero es incapaz de determinar en gué punto del limite alcanza su
minimo, pero para tamafos muestrales suficientemente grandes
(mayores gue 70) considera que es suficiente calcular la SCR para
los cuatro vértices del rectangulo y elegir como estimador de
(7 s¥.) aquel que la minimiza. El1 método propuesto por

2,
Nllllams consiste en repetir este procedimiento para todos los
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valores posibles de (i,j) y elegir como estimador de (71,72) &
aguel que minimiza la SCngp (es necesario que el namero de
observaciones en cada fase permita estimar los parametros).

Es obvio que este procedimiento insumira un tiempo
considerable de célculo; ésto es una restriccidn importante en el
numero de simulaciones gque se pueden llevar a cabo cuando se quie

ra discriminar entre modelos alternativos.

4.2.5 Solucibébn propuesta por Gurnow (1973).

Burnow estudia, al igual que Williams, el caso de las curvas
estimulo-respuesta, pero realizando los siguientes supuestos:

a) El1 animal o planta sélo comienza a responder al estimulo
cuando éste excede un cierto nivel ¥,s ©S decir que la respues
ta es nula siempre que el valor del estimulo sea menor o igual
que 7, .

b) La respuesta serd lineal hasta gue ésta alcance un cierto va-
lor Y* a partir del cual la respuesta permanece constante, aun
que el valor del estimulo aumente.

Con lo gue la curva estimulo—-respuesta individual es:

E(Y/X )= 0 si X <y
L L 1 i *
¥
= ﬁ(XL—Y) siy, <XL <}'i + T (4.81)
X
X : Y
=y si X >y *+ 3

que graficamente se puede observar en la siguiente figura:
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Figura N°1.

Las variaciones individuales en los valores de X i
producen una curva suave para la poblacién. Para poder hacer
progresos analiticos en la estimacién del modelo Gurnow se ve
obligado a hacer dos supuestos adicionales:
€) # es igual para todos los individuos de la poblacién
d) (rl,Y*) se distribuye como una normal bivariada (r = Y* en

este caso indican variables, y no parametros, como en el mode-
lo planteado por Williams, pues se refieren a los valores para
cada individuo de la poblacidn).

El objetivo del trabajo es estimar los parametros de la
curva estimulo-respuesta para la poblacién. Se elijen las escalas
y el origen de los ejes de manera que E[rx}=0, E(Y*)=p,
Var(rs)=l, Cav(ri, Y*]=p y Var(yx)=1.

Para un nivel dado del estimulo, X, la respuesta esperada sera:

X X
'

Y
iEEY.fX)=0.F'|:)<<;r1 o] Y**(CI:IH?P[ri<}(<,v1+T:|E[X-r1/r1<x<:fx+T]+

v¥ " v¥
+ F‘[y1<r1+ *":;‘— <X] E[Y fy1<?'1+ T <X]
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=k [y <x,Y*>0le[v*/y <x,v*>0]-p < —Y*
¥, SXs r‘< ’ yl<x,rt+ 5
¥ i
E[Y —.‘?{X—r‘}/rl<x<r1+-—‘ﬁ ] (4.82)

El dominio de definicién se ha graficado en la Figura N°2.

w
!:Z/ | A
o 3 | S
":"‘z_x:.‘f‘.....?—

O

Figura N°Z.

Para rescribir (4.82) en términos de funciones conocidas se
usa la expresién de la distribucién conjunta de dos variables
estandarizadas que se distribuyen como una normal bivariada, con
coeficiente de correlacidn p. En este caso {71’Y*} se distribuyen
como una normal bivariada con parametros E{Y*)zp, Var(Y*)=1,
CDr(risY*)=p, E[r1]=0, Var (r1)=1;con lo que la E(Y/X) tiene 1la

siguiente expresién:
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BX—p B+p X+pu
E(Y/X)==puB|=X,=~p,~p|—(u=BX)B(-X, e ' g |te()e =
2
1-p
- —{1+Bo)X + (f+p)u X+p
~6¢ a2 |® RO (e (4.83)
o /1-0? / 1-0?

donde: &=+ ¥r1+ﬁz+2ﬁp 3 B(Zl,Zz,p)es la probabilidd de que dos
variables normales estandarizadas con coeficientes de correlacién
© excedan Z1 y Zz, @ es la funcién de densidad normal univariada
Y ¢ es la funcién de distribucién normal univariada.

Las funciones @ Y ¢ no presenta problemas de cémputos Yy

B(Z‘,Zzgp} puede ser evaluada usando cualquiera de las siguientes

integrales:
(/-2 (R,
() B(Zi,zz,p]= 9(X)e @ dX (4.84)
#f 1=p Vf 1-p°
poX— Zz
(ii) B(Z ,Z_.p)= @(X)¢ |——| dX (4.85)
1 2 I 2
1-p

Cuando se ajusta la ecuacién E(Y/X) a los datos hay tres
parametros que aparecen en forma explicita u,fB,p, mientras que
E(?l], Var[rij y Var (Y*) son necesarios para estandarizar estos
valores. u,f? v E(71) determinan la forma general de 1la curva Yy
P*, Var(r,) v Var(Y*)la curvatura de la misma fuera de la regidén
en la queaes aproximadamente lineal.

La expresidn de la Var (Y/X) puede ser hallada, pero serid mucho
mis engorrosa que la de E(Y/X); por esta razédn Gurnow rechaza el
uso de determinaciones repetidas de Y para cada valor de X para
obtener una estimacién de la misma. En algunas situaciones se
dispone de estimaciones externas de p, Var(y ) v Var(Y*).

La var[Y*) puede ser estimada de la Var(Y) cuando se conoce que
los correspondientes valores del estimulo X son suficientemente

grande como para no limitar la respuesta.
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En el ejemplo presentado por Gurnow se ajusta la E(Y/X)
mediante el método de MC no ponderados y el procedimiento

iterativo usado es el método simplex de Nelder y Mead.

4.2.6. Solucidn propuesta por Gallant y Fuller (1973).

Estos autores propusieron una solucidén para el modelo
polinomial con puntos de unidén tipo 3 segun la denominacién de
Hudson(Sec.4.2.2) problema al que este Ultimo dedicd muy poca
atencidén. En especial ellos consideraron el modelo polinomial de
r fase sujeto a las siguientes restricciones:

1) Los residuos sison independientes y se distribuyen idénticamen
te EO,OZ}.

2) E1 modelo de la regresién en cada fase es un polinomio de gra-
do K, ésto es:

k g

gk(x,ﬁj)= tgo ﬁd %, k=120 mamall
donde algunos de los coeficientes pueden ser nulos y no necesa
riamente todas las fases del polinomio son del mismo grado.

3) La funcién es continua en cada punto de cambio de régimen, és-

to es: gf75”%1= gj*_i (Yfﬁyx) 4 J=1,2,...,r—1

4) La funcién es derivable en todo punto de cambio de régimen, és

S |\ o e TR, o (3

& r_ s
kst gj“ﬁ’ﬁﬂ_ &% gh:“ﬁ’ﬁri}
Como y’'= [rl,yz,...r 1] es un vector desconocido, el modelo
[

es no lineal en los parametros y la estimacién por MC es dificil

de obtener.
En este trabajo Gallant y Fuller muestran cémo pueden

reparametrizarse modelos de regresion polinomial gque cumplan las
restricciones (1), (2), (3) y (4) para poder aplicar el ajuste de
Gauss-Newton modificado; pues en esta forma a veces es posible
catisfacer las condiciones de Gallant [Gallant, "Statistical
Inference for Nonlinear Regression Models", Fh.D dissertation,

Iowa State University, 1971] de manera que los estimadores MC

1G3
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sean fuertemente consistentes y se distribuiyan asintéticamente
normal. Ademas el modelo reparametrizado permite, en cierta
forma, la aplicacién de los resultados de Gallant para test de
hipétesis de modelos no lineales.

No es posible explicar en forma general cémo se realiza la
repara metrizacién as{ que los autores muestran mediante un
ejemplo, el de 1la forma cuadratico-cuadratico, cémo deben
incorporarse las condiciones (3) ¥y (4) en la expresién del modelo
para lograrlo.

Sean g1(>:,ﬁ1)= ﬂn:+ﬁ:xx+ﬁzix y gz(x,ﬁz)=ﬁoz+ﬁizx+ﬁzzx. FPor las

condiciones (3) b (4) :ﬁo1"'Bu?'+'Gz‘?’2=ﬂoz+ﬂazr+nzz?2 ¥
ﬁ“+2ﬁnr=ﬁu+2ﬁz£n Despejando ﬂoﬂ’ ﬁuy reemplazando en
gifx)=gl(X)=gz(x)+(ﬁéfﬂ%z)[r-x)z. Esto sugiere 1;
reparametrizacién: 91=ﬁoz’ ez=ﬁ=z, 93=ﬁ22, e4=(321—.f?22 ¥ o= de

manera que los submode- los puedan escribirse conjuntamente como

un dnico modelo de una ecuacién diferencial:

z Z
Ay st w re (e —n)T I (e _—%)
f(x,0)= © +6 x+e > e e, + 5

donde I+(Z)= 1siZz20
=0 81 Z'< 09,

El vector de derivadas parciales es:

v‘f(x,e]=(1,x,xz,{esmx)21+(e5—x),294(eg-x)1+{95—x11

y la matriz F(e]nx5= [V f(xi,e)[ cuyas filas son los v'f(::L,BJ

tendr4 rango cinco s5i © es distinto de cero, o si hay cinco
a ar a ~ '|.n - o & & &£ £ w BT EX

puntos RS en{,.iJiutal ques X <x, <x <o dx {n x SX, O

L
1 2 5 i 2 a -+ 5

En la tesis dn:t'nral ya citada se dan las condiciones en la
secuencia {;:i} para el modelo cuadratico—-cuadriatico de manera gue
los estimadores MC de e sean consistentes Yy se distribuyen
asintéticamente normal. Este es el primer trabajo gue tengamos
referencia donde las condiciones para que los estimadores posean

propiedades éptimas se dan sobre los valores observados de 1la
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variable independiente.

El objeto de haber reparametrizado el modelo es que ahora se
puede aplicar el método modificado de Gauss—-Newton gque s una
forma eficiente de encotrar el minimo de:

n
aee)= L {y-f(x,0)3 (4.86)

i=1
cuando f es un "grafted polynomial model" en la forma
reparametrizada. Esto ha sido demostradopor Gallant y Fuller.

Hartley ["The Modified Gauss-Newton Method for the fitting
on Non-Linear Regression Functions by least squares”.
Technometrics,3 (May 1961), 269-80)] requiere que las derivadas
parciales segundas de f(x,e) en © existan y sean continuas en Su
prueba de que las iteraciones converjan. Afortunadamente esta
condicién no es necesaria para obtener convergencia y los autores
replantean el teorema de Hartley como sigue:(la demostracién se
haya en la tesis doctoral yva citada).

Teorema:
Dado un modelo de regresién YL=f(xt,e)+s£ y los pares de
observaciones (ylﬁ%] (i=1,2,...5;N). Si existe un subconjunto S
convexo y acotado de R" ¥ un e, interior a S tal que:

1- 57 f(x ,0) existe y es continua sobre S para i=1,2,....N
o

2- & € § » rangoF(e)=P

B~ 9(90) < inf {Q(e): ® es un punto del limite de Sj.

4- No existe ©',e" en S tal que: y Q(e')=gl(e")= 0
y Q(e')= Q(e")

La secuencia {ak}‘:’_1 se construye de la siguiente forma:
: =t gy 3

Q- Calcular Do= [F (90) F[eolj F (eol Ly fteoll

Encontrar Ko gue minimiza G(eo+kDo} sobre A°={l:0£ksl,eD+RD°eS;
1- Establecer 912 e°+>x°Do

Calcular D= [F'(e ) F(e )1 F'(e) L[Y-f(e)]

1 1 1 1

ST

Encontrar A que minimiza G(En+RDl) snbre-f§={K:OSRSl,ei+kDie
1

2—- Establecer e = e +A D
2 1 1 1
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Entonces para la secuencia {e }m

e asi construida se cumple que:

1= e, es un punto interior de S para k=1,2,... .
: ; * ; 3
2- La secuencia {ex} converge a un limite € que es interior a S.
X
3- A(e )= 0.

Nota:en la practica no es necesario encontrar cada valor de Rk

Cald ~
exactamente sino sélo encontrar kk € A tal gue G(Bk+kak)$G(6k)

y xk¢0. Si dicho valor no puede sei hallado vy dk no esta
suficientemente cercano a cero el método falla. Si se elige otro
valorinicial Ba se puede obtener convergencia.

El punto inicial'e0 se obtiene graficando los pares txi,yi)
vy eligiendo puntos de unién por inspeccidén vy los restantes
parametros pueden ser estimados por métodos de regresién multiple
estandares.

En resumen podemos decir gque la propuesta de Gallant v
Fuller es que reparametrizando el modeloc puede aplicarse el
teorema de Hartley que asegura convergencia. S5i ademds los x
cumplen las condiciones de Gallant 1los estimadores MC seréan
consistentes y asintéticamente normales. La reparametrizacidn
bajo estas condiciones sélo asegura convergencia pero no permite
saber nada sobre las propiedades de los estimadores obtenidos.

El aporte es valido sélo para_lo5 casos particulares gue €1

trata, por esta razén el método es explicado mediante ejemplos

pues debe darse un tratamiento particular a cada modelo.
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4.3. Estimacién de los parametros de la regresidn.

4.3.1. Solucién propuesta por Bacon y Hatts(1971).

Estos autores sostienen que aungque 1la forma en que
tradicionalmente se ha planteado el modelo de regresién a trozos
es la mas obvia no es adecuada en muchos casos pues no es una
parametrizacién sensible para detectar cambios suaves en la
pendiente.

Ellos proponen un modelo empirico mas general que incluye
una curva de transicién(trn) con un parametro que describe la
transicién del modelo en el punto de cambio de régimen que es
adecuado tanto cuando hay una transicién suave como cuando hay un
cambio abrupto de un régimen a otro.

Aunque la forma en gue Bacon y Watts han planteado el modelo
no es consecuente con el modelo general al cual siempre hacemos
referencia lo hemos incorporado en la ordenacién pues constituye
un enfoque interesante al problema.

La expresién del modelo es:

{3 ~¥)
i

- i ” L 4.86
Y_l .:xe‘ﬂ:xl().,1 ;r‘,l«t-cxz(:r:,L y)trn 3 +e, ( )

donde y es el change-over value (abscisa del punto donde se
prduce el cambio de régimen) y 6 es el parametro de tansicidén. S5i
b

5=0 la transicién seri abrupta mientras que gue si & es mayor gque

uno la transicién serid suave. No es necesaric hacer ningun

supuesto sobre el valor de 6.
La funcién de transicién debe satisfacer las siguientes condicio-
nes:
|s|
(i) lims___}‘:‘:J trn *3"]=1

(ii) trn(0)=0
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g (4.87)
(iii) lim trn T]=Sgn (s)
&5—2>0
; : g
(iv) 1im 8 trn{—g—)=S
S 200

Existen muchas funciones de transicién que pueden ser usadas, por
ejemplo la funcidn de distribucién de cualquier funcién de
densidad simétrica, o la tangente hiperbélica.

En realidad la forma de la funcién de trancsicién es de
importancia secundaria pues el efecto de la variabilidad de los
datos puede encubrir cualgquier diferencia introducida por
diferentes funciﬁnes de transicién; ademas aparece en el modelo

multiplicada por (x—») y el comportamiento general de la cantidad

(x=y)
(%=r)trn{ 5 ¥ es apenas afectado por la forma particular de la
funcién. Para ilustrar ésto el trabajo muestra 1los valores de
{—=p)
(x=r)trn{ s } para tres funciones distintas, observandose que

las diferencias son extremadamente pequefias. Aungue en el trabajo

. 3 < -
los autores emplearon una forma particular, el procedimiento de

estimacién es aplicable a cualquier caso. Ellos hicieron
s s
t"'”{"s_)= tanh(T) con lo que el modelo es:
(w. =2
L
Y = + P =y )+ { —vYtanh|——|+=. (4.88)
i Ve a:l“v. ) az(}'i. vitan & g
y en forma matricial:
T . = =
s ~
r X’. > -
Y 1 ¥ =y (x. “pytanh|——<=== 1
1 1 1 5 »
. - . - A o] -
= +
- - - . 1 -
r ){ __'}I ' 2
= %= h|-———— &
YN 1 %7 (2, ¥ ) tan i N
ol R L 3 5]

donde £ se distribuye N{O,rJzIN).
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Es interesante notar gue para cualquier funcidn de transicisén el

radio de curvatura R para el modelo en el punto b es
[} sz

z
s 2|a2|t1+a1) i con con lo que & puede ser llamado el

parametro del radio de curvatura.
S
L

&

valores pequefios de & producen séloc desvios pequelios de la recta.

S5i se grafica (xt—y) versus (xl—y)tanh se observa que

Bacon y Watts aplicaron un enfoque bayesiano para tratar este
problema.
Sea e= (ao,a

1,02,7,6,0} el vector de parametros a estimar;

%=
i 1 N i -
L(6/X,Y)=—"— e S
( 2 Y) (f_§; o]N EXD{ i igx(yi o (x.L YJ[ai+aztanh( 5 8 (e,
= —— exp{- L= s(0) (4.89)
(V2n o) 207

la funcidén de verosimilitud conjunta de la muestra vy n(e)a—i— la
funcidén de densidad a priori de 8, con lo que la funcidn de

densidad a posteriori de & es:

7 (&/X,Y)a(——)N* Exp{— = S{e)} (4.90)
i o 4 202

Fara valores dados de y v & se puede expresar como:

S(a/y,6]=5(;/y,c5l+(a—aj'Xi (o—a) (4.91)

7463 (76

donde xt es la matriz regresora para valores dados de (y,;%) ¥

7S
a es el estimador minimo cuadrado de a. Reemplazando (4.91) en

(4.90):

1 Nt A | - e —
ﬂiie/X,Y)a{ e ) Exp{ 202[8(&/y,6)+(a a) X(r.é3x(r,é)(“ a]]}

4 .07

i
(B

que si se integra respecto a ¢ y « se obiene 1la funcion a
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posteriori de (y,8)

L (n-
1 2 -~ (N=3)
n (¥s6)a i : Pz S(a/y,6) (4.93)
(»,8) (7s8)

ﬂitr,él es proporcional a la SCR condicional elevada a la

potencia %(N—S). La reduccidén del exponente de N a (N-3) refleja

1,2

el uso del estimador MC «. El determinante B es

(7,6) X(r,6 |
relativamente constante sobre la regién de interés de y vy &, Y
por lo tanto juega un rol secundario en 1la determinacién del
comportamiento a posteriori.

Debe maximizarse nl{y,él, por algun método de maximizacidn
no lineal, para determinar qué par (y,5) hace que ésta alcance su
maximo valor. Una vez estimados (y,8) pueden estimarse 1los

restantes parametros del modelo.
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4.4. Test de hipétesis sobre la ubicacién del punto

de cambio de régimen.

4.4.1. Solucién propuesta por Sprent (1961)

Sprent estudia el modelo de regresién lineal de dos fases
con una variable explicativa, donde se conoce de antemano el
intervalo en el cual se produce el cambio de régimen [xT,xT+1J y
los residuos cumplen con los supuestos del modelo de regresién
lineal clasico; con lo que el método de minimos cuadrados es
apropiado para estimar lops parametros del modelo.

El propone un estadistico para testar la hipétesis nula de
gque el punto de cambio de régimen coincide con un valor dado
(Ho:r=r° Vs Hizr#yo). Esta basado en la comparacién del ajuste
mediante técnicas estandares de regresién directas no
restringidas en cada fase con aguel obtenido si se restringen las
rectas a qgue se interceguen en y . La restriccidn puede

o
expresarse como ﬁ’n+r=‘ y =ﬁ‘z+ﬁ s

Para estimar los pargﬁezros dé? ;ndelu restringido usa £l método
de los multiplicadores de Lagrange. Para testar HD sugiere
realizar un test F con una varianza del error apropiada peroc no
lo construye.

Nosotros hemos decidido seguir un prncédimienta mas sencillo
usando la teoria de modelos lineales que permitird realizar ésto
tultimo con mayor rapidez y facilidad.

La hipétesis nula Ho:r=7° puede replantearse como HO:Hﬁ=0 VErsus
Hl:Hﬁﬁo, con H=[-1 -7 1 rol- I

La diferencia entre la SCR bajo H0 y Hies:

” =(HB )* ) *H1TTHHA 4.94
SCHHO SCRHl (Hﬁﬂi} [H(X " X) H" ] (Hﬁﬂij ( )

que tiene un grado de libertad. ﬁH es el estimador de los
i

paranetros sin restringir. Como por los supuestos del modelo
tanto bajo H como bajo H1 la varianza del error es la misma Sse
(o]

puede construir el siguiente estadistico:
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SCR_ —SCR
H H

1 (4.95)
SCRH’_/ (N~4)

gque bajo la hipdtesis nula se distribuye como una FuN « Si su
N-4)

valor es menor que el valor de Fu_m(l,N—4J para un nivel de

significancia previamente determinado se acepta la hipétesis nula

y en caso contrario se rechaza.

4.4.2.80lucién propuesta por Hinkley(1969—-1970)

Ya hemos tratado en otras secciones(4.1.4 y 4.2.3) los
trabajos de Hinkley. El estudia el modelo de regresién lineal de
dos fases. En 4.2.3 se presenta la distribucién que €1 encuentra
del estimador MV del punto de cambio de régimen ». Si se desean
encontrar intervalos de confianza para y, 8, ﬁoz’ﬁzz existen dos
obstaculos para usar la distribucién asintética normal de las
estimaciones directamente: la varianza depende de parametros
desconocidos, en especial la Var(;} depende fuertementede
{%2-521 v la distribucién normal asintdtica puede ser una pobre
aproximacion. Afortunadamente la distribucién asintdtica xa del
estadistico de razén de verosimilitud parece ser una aproximacidn
razonable para muestras pequefias.

Hinkley (196%) presenta el estadistico de razén de

verosimilitud para testar la hipétesis nula p=y
o

=*21ng[L(ro)/L[rJ] (4.96)

que se distribuye como una xijbajn la hipodtesis nula. Esto se
deduce de la normalidad asintética del estimador M.V. L es 1i
funcién de verosimilitud evaluada en Y, Y ; respectivamente, y ¥
es el estimador M.VY. de y. Por la definicidén de Zt{y), expresion

(4.42), (4.96) puede expresarse de la siguiente forma:

=L |22 (3)-22 (r) (4.97)
- I < ‘o
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~
donde y estd comprendid % s -
& p o entre xToy T v y ¥ entre Re Vo Boioa

2 .
Cuando o" es desconocido puede reemplazarse por la SCR estimada,
en cuyo caso la distribicién de A se aproxima mejor mediante una
distribucién F y la regla del test en este caso es aceptar Ho si
-~
z;m-zi Gy

o
—f ) =
; (N 4)_FLN~‘(1 S) (4.98)

donde & es el tamafio asintético del test y es una aproximacidn
para muestras pequefias. Z(r) no es necesariamente una funcién
mondtona decreciente de Z(;), por lo que 1la regién no es
necesariamente un Gnico intervalo. Los argumentos que €1 esgrime
son empiricos.

Hinkley examina la precisién de 1la distribucién mediante el
método de Monte Carlo. Si el tamafic de muestra es peqguefio 1la
distribucién empirica de Z(;)—Z(r) se ve afectada y produce colas
un poco mas largas gque la x?ﬂ. También examind 1la distribucion
empirica de EZ(;)—Z(r]]/gz, calculé las potencias empiricas de
los tests de dos colas de tamafio 0,90;0,95 y 0,99 para la
hipétesis nula o P ﬁnz desconocido para cinco valores
distintos de £ incluyendo el verdadero vy observd que existe
gran coincidencia entre el tamafio tedérico v el empirico.

Nota: debe recordarse que en todo el desarrollo del trabajo
Hinkley supone que las observaciones son independientes e

idénticamente distribuidas nnrmales(o,az).



Seccion 4.5

4.5. Tests de Hipétesis sobre los pariametros de la Regresién.
4.5.1. Soluciones propuestas por Sprent (1961).

Sprent considera el caso en que existen g grupos de
observaciones (por ej. datos de distintas unidades econdmicas de
distintos paises o distintas regiones) v el modelo para cada uno
de ellos es una regresién de dos fases con una variable
explicativa y se desean testar distintas hip&tesis sobre los
parametros de los distintos grupos.

El autor supone gue los datos de cada grupo cumplen con los
supuestos del modelo de regresién lineal cléasico y ademis que se
conoce, para cada grupo, el intervalo en el cual se produce el
cambio de régimen. (El problema cuando el numero de grupos es
igual a uno se discutidé en la Seccién 4.4.1). Si esta ultima
condicién no se verifica Sprent sostiene que puede usarse el
método de Buandt para estimarlo sin consecuencias serias en  la
utilizacién de los test propuestos. Nosotros creemos Que esa
sugerencia no es valida pues en el modelo tratado por Quandt 1la
variable gque gobierna el cambio de régimen ; adem&és, suponiendo
gue este inconveniente puediese subsanarse habria gque averiguar
qué propiedades y distribuciones tendrédn los estimadores M.C.
propuestos por é&1.

El modelo en este caso es (2.6) con r igual a dos y ﬁ'=(ﬂox‘

B Busi Bigivo B .. B B

111 "o21 124 oig '‘11g '‘02g ' 12g

Se detallan a continuacién las hipétesis citadas por Sprent:

A) HO: ﬁoﬂ=ﬁ°1 Y ﬁon=ﬂoz 3 J=1,24.0.4Q-
(Se desea testar si las rectas de cada fase, para todos los
grupos son paralelas).
En realidad Sprent postula esta hipétesis peroc no propone ningun
estadistico. Nosotros lo hemos desarrollado utilizando la teoria

de las hipétesis lineales. En este caso las hipstesis son H =

o
HpE=0 vs Hx: Hp=0 3 con

114



Seccion 4.5

el 3 0 (G RONEQ 0 0= » .10
0 0 &0 00t 0. 2.0 0 0 O
0 0 1 a0l @ - 0 0 O O

La diferencia entre la SCR bajo H0 y bajo H1 Bs:

=g
= = . e
SCRH0 SCRHl (Hﬁni) H(X"X) "H (Hﬁﬂi) (4.99)

donde SCRH tiene (N-2g-2)g.l. ¥ ECRH (N-4g)g.l. Si la wvarianza
o 1
del error es la misma en ambpos casos puede construirse el

siguiente estadistico de prueba.

(SCRHO _SCR‘*‘) T

SCRul / (N-4g)

(4.100)

que bajo Ho se distribuye como una F con (2g-2Z,N-4glg.l.

Bl Ha ﬁmj= Rog ¥ ﬁ11j= P 3 I=L5Z5nnenll
(Se desea testar si las rectas dentro de una fase coinciden. En
este caso, sin pérdida de generalidad, se ha supuesto gque la
coincidencia se produce en la primera fase).
Sprent plantea esta hipdtesis pero no propone ningun estadistico
para testarlo. Nosotros leo hemos desarrollade utilizando 1la
teoria de las hipétesis lineales.

La hipdtesis nula también puede expresarse como HpE=0 vy 1la

alternativa Hp=0, con
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- 3
L 0} SOTNORS TSOIONREaN a0 - - -0 O 0 0
1 o 0o GNgBONONN =t "8 "5 0 . . .06 O 0 0
Hell 9 0 0 O9N0 09 0 0 O 0.. .1 O O O
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La diferencia entre la SCRH y la SCRH es (4.99) donde SERH
(o] i o

tiene (N-2g-2)g.l. y 1la SCR, (N-4g)g.l. Si la varianza del error
i

es la misma en ambos casos se puede, construir el siguiente

estadistico:

&g
(SER, =8OR ) , (5o-my
o i

(4.101)

SERnl / (N-4g)

que bajo la hipétesis nula se distribuye como una F  con
(2g-2,N-4g)g.1.

C) Test para determinar si los puntos de cambio de régimen
estidn sobre una recta conocida (de pendiente conocida o
desconocida).

Como en los casos anteriores Sprent sélo plantea esta hipdtesis
pPero no propone ningun estadistico. Nosotros hemos propuesto uno
siguiendo un procedimiento similar al aplicado en (A) y (B).

Si la recta tiene pendiente infinita X=y0 bajo Ho entonces
ﬁnj-'-ﬁoijro=ﬁxzj+ﬁozj?'o¢(ﬁa.zj—ﬁuj ) +y0 (ﬁazj_ﬂo.tj D donce J Ve

entre 1 ¥ g. Las hipétesis a testar puede expresarse como H°=Hﬁ=0

Vs H1:Hﬁ#0, donde
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¥y~ R RN o 0 ., . . o} o
Q 0 0 9] e =1 Y. 1 oo I SR ] 0 Q0
H= = 5
0 00 SOSKIORISOMMUENGENG 0 - . | e 53 oome oo
= - o “lgx4 g}

= . ALl b et e P~
SCRHo SERH‘ es igual a (4.98) vy ﬁ“o_ﬁ"x (X°X) "H [H(X"X) H"] HﬁHl_

El estadistico de prueba es:

(SERH = SCRH ) 7 a
o 1

(4.102)
SCRH1 / (N—-4g)
gue bajo la hipétesis nula se distribuye como

(gsN-4g)g-1.

una F con

D) Test para determinar si los punto de cambio de régimen de
todas las regresiones yacen sobre la recta X= &, con &
desconocido, o sobre la recta Y= u°+cxx con o desconocido.

Fara cada grupo se conoce el intervalo donde se produce el cambio
de régimen. Para hacer mas sencilla la prueba de esta hipétesis
Sprent supone que se ha aceptado antes que cada una de 1las
regresiones sigue un régimen de dos fases y que las rectas de

cada fase son paralelas entre si.

Ho= ﬁoq:ﬂox : ﬁon=ﬁoz 4 ‘ﬁufﬁakﬂ+6(ﬁoz-ﬁ01)=o ¥ I=Lih a5
Sprent propone encontrar los estimadores MC sujefos a las g
restricciones mediante el método de 1los multiplicadores de
Lagrange. Nosotros hemos desarrollado la solucidédn propuesta por
Sprent en forma matricial para hacerlo consecuente con el modelo
general al cual siempre hacemos referencia. En este caso HD puede

expresarse como Ho:Hﬁ=r, con
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{b =1 ESIEE ONONR O IO RS e O O
Dl e QOSSO ETENOEET RN D G 0 O

H=l. . . y r=
r r=rliaxt)

LO e T o TR o IS S o FERRE i o S o s ST v H =
gx4

Los estimadores MC de {3 sujetos a la restriccién se pueden calcu-—

lar derivando la siguiente expresién:

w=(Y—Xﬁh J'tY—XﬁH )—ZX’(HHH e b = (4.103F)

o o o
(A" es el vector columna de g multiplicadores de Lagrange). En
este caso la diferencia en la SCR bajo la hipédtesis nula y 1la

alternativa es:

4 ek . . . = 4.104
SCRHO SCRHz (r1 HﬁHl} [H(X X)) 'H 17 (1 Hﬁhi) ( )

y el estadistico para testar H0 es:

(SERH = SCRHijl (g-1)

2 (4.105)

SCRH‘ / (N-2g-2)

que bajo la hipétesis nula se distribuye como una F  con
(g—1,N-2g-2) grados de libertad.
4,5,2, Solucién propuesta por Hinkley(1P71)
Hinkley se refiere en su trabajo al modelo de regresion de

dos fases con una variable explicativa(Seccién 4.1.4) vy propone

dos test asintéticamente equivalentes para testar la hipdétesis
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nula de que la pendiente en la segunda fase es nula (£ ,=0)

a)El primero es:

ﬁoz”“"“‘”c,‘éx T/sz (4.106)

que bajo la hipétesis nula se distribuye asintéticamente como una
el

si 301 es distinto de cero. 3. es el estimador MC de (3 __s

T
(N-4) 0z o2

s® es la suma de cuadrados residual usada para estimar a?, b4
o S i: estin dados respectivamente por (4.12) y (4.9).

Habria que determinar si la distribucién del estadistico es una t
aun cuando el punto de cambiode régimen sea estimado a partir de

los datos.

b)El segundo es un test de razén de verosimilitud

V=(S'-5)(N-4)/5 (4.107)

gue bajo la hipétesis nula se distribuye asintéticamente como una
F con (1,N-4) grados de libertad. S es la SCR alrededor del
modelo ajustado de dos fases y §' es la SCR bajo 1la hipdtesis
nula. Tiene la ventaja de no involucrar al parametro sin sentido

El argumento del autor para sostener cuiéles son las
distribuciones de los estadisticos propuestos son las
distribuciones asintéticas de los estimadores que él derivoe en

forma empirica.
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4.6, Discriminacién entre modelos alternativos.
4.6.1. Solucién propuesta por Hilliams (1970).

Williams desarrolla un estadistico para discriminar entre el
modelo exponencial y el modelo de regresién lineal de tres fases
con una variable explicativa. El compara estos dos modelos para
la sintesis de enzimas durante el ciclo de la célula. Usa el
criterio de razén de verosimilitud.

El modelo exponencial es:

Y= a taexplax)+e it B Ny (4.108)

y en forma matricial:

e (o) [ =.]
Y1 1 e Xa 9 &y
X 2 £
k' L EEZ | HE 2
& o
~ =| . 1 i
X
YN 1 £2 N aN

que resumiendo es Y= Xea+s , con £ que se distribuye N(O,a:IN)-
El parametro gue debe estimarse es w=(ao,a1,a23' y para ello se
deben aplicar métodos no lineales.

El modelo lineal de tres fases es (4.77) con £ que Sse
distribuye N(O,o?IN}. En este caso el parimetro a estimar es e
=(B!7‘y72)- El método para hacerlo ya se indicé en la Seccidén
4.2.4.

Los dos modelos son distintos en el sentido de que ninguno
de ellos es un caso especial del otro. Cox usa como criteric de
discriminacisn la razén de verosimilitud que se reduce a la razon
de la SCR. Si se considera como la hipdétesis nula a testar que el
modelo es exponencial versus la hipétesis alternativa de que el
modelo es lineal de tres fases el test de razén de verosimilitud

tendri la siguiente expresidn:
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N/2Z o 1 2 =
1 b ~ ~
( P s (Yi—ao—ai—eazxt)z
I (Exp) ‘Zﬂo‘ J L 209’ i=1
A= = g =
L (Line g
al) e 1) exp ( 1
= e (Y=X3) " (Y-X73)
\_Zﬁ'mrrJ 4 2c>rf
N-2
1 N
- exp (= 5 )
2no
— g
N-2
+ N
~ exp {= "’5"'}
2no
r
;g
g% f SCR alrededor del modelo lineal
A = = (4.109)

g
aé SCR alrededor del modelo exponencial

Para usar el criteric de razén de verosimilitud es necesario
conocer la distribucién de A gue depende no sdlo de la forma del
modelo verdadero sino también del valor de los parametros
desconocidos. Si existiese un conjunto minimo de estadisticos
suficientes de 1lps parametros un test exacto usaria la
distribucién condicional de A dados los valores observados de los
estadisticos suficientes. Cox indica gue cuando éstos no  existen
la distribucién de A puede ser determinada condicionada en los
estimadaores MV pero esta opcidn sera intratable tanto
analiticamente como por simulacién. El procedimiento consiste en
encontrar la distribucién de X subnniendn que los parametros
toman valores iguales a aguellos estimadores de MV obtenidos
utilizando los datos. Esto se justifica por 1la suficiencia
asintética de los estimadores MVY. Fara cada modelo Cox encuentra
la distribucién de A si ese modelo se supone verdadero con
parametro igual a las estimaciones MY obtenidas a partir de los

datos, desarrolla expresiones asintéticas para la media ¥
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varianza de A y establece que se distribuye asintdticamente
normal. Estos resultados suponen que la funcién de verosimilitud
es diferenciable respecto a TODDS los parametros del modelo y por
lo tanto no es valido para el modelo de regresién de tres fases,
por lo que Williams sugiere usar simulacién para indicar el rango
de la distribucién de A.

Sean 8 y ; las estimaciones MV de los parametros de la

regresién bajo ambos modelos vy 3?

Y ;: las estimaciones de la
varianza del error. Suponiendo que el modelo segmentado es el
correcto se simula un conjunto de observaciones YL= f(é,x)"—ai
donde los £ son un conjunto de residuos pseudo-normales con
varianza Zf y para estos datos simulados se ajustan ambos modelos
y se calcula A. Se realiza este procedimiento diez veces usando
diferentes conjuntos de residuos obteniéndose k&; k=1,2,...,10.
A la distribucién de A cuando el modelo segmentado es correcto se
la llama Ar' Se repite la misma operacién pero ahora suponiendo
que el modelo exponencial es el correcto obteniéndose Agk’
k=1,2,...,10. A la distribucién de A cuando el modelo exponencial
se 5uponE correcto se la llama Ag.

Con lo que se han efectuado diez observaciones de la distribucidén
AI y diez de la distribucién Ag. El valor de A calculado a partir
de los datos, ho, debe ser asignado a una de las dos
distribuciones.

Sean m

m,s v s la media y desviacidén de Af y Ag con m,  menor
2 g9

£ f
ue m 3 d= : + : = min {m =25 ,min X .
q ir B max {mf 2sr,may hfk} i dg L S 2 A gk’

La regla de decisién dada por el autor es la siguiente:
S5i )\a<dr Y )x0<dg entonces el modelo verdadero es el segmentado,
si lo}df y h°>dg entonces el modelo verdadero es el exponencial,
si X°>dr y xo<ug entonces ningun modelo es verdadero ¥

si 7\°<df Yy lo>d entonces no es posible realizar ninguna discrimi
g9

nacién entre los modelos.

No puede calcularse la probabilidad de errores de clasificacidn
pues no se conocen las distribuciones de A vy Ag. A wveces el

mejor ajuste del modelo segmentado puede deberse a gque tiene mas
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grados de libertad gque el exponencial.

Williams considera, en todos los casos, que los residuos son
independientes y homoscedasticos. Sin embargo en muchos casos la
varianza del error es mayor para valores mayores de la esperanza
de Y ¥ los residuos estan correlacionados; por lo que habra gque

¢
dependientes de los mismos, pues es éste caso no serian vAlidas

determinar si 1las distribiciones Ag y A son criticamente

sus sugerencias. El realizé una investigacién limitada sobre los
efectos de la violacidén de este supuesto. Eligié un conjunto de
parametros representativo # y usando un conjunto de setenta
desvios pseudo—normales con varianza wuno (u,) construyd tres
i
conjuntos de desvios:
(a) Control: £= ku 3k =6
L LG = 41

(b) Heteroscadasticos: = kzx;ﬁu

19 L

(c) Correlacionados: £ = 0.0333eg, + 0.943k u., 1i>1 ,£ =k u
T -1 b= H S ¢ S 2

kz Y k:_l se eligieron de manera que la SCR del modelo segmentado
fuese el mismo para los tres conjuntos de residups. FPara cada
conjunto se ajustaron ambos modelos y se calculd el valor A. Se
generaron 40 conjuntos de residuos y se repitié el mismo procedi-
miento con todos ellos.

La distribucién de Ar fue similar para los tres tipos de
error y la discriminacién hecha entre los modelos de regresidén
resultéd valida aunque las suposiciones de independencia y errores

homoscedasticos no lo fuesen.

4.56.2 Solucidén propuesta por Gallant y Fuller(1973)

Los autores proponen un test para discriminar entre modelos
alternativos en el caso en que ambos cumplan condiciones de
continuidad y diferenciabilidad que permitan ser reparametrizado
y aplicar el ajuste de Gauss—Newton modificado. Esto ha sido
tratado en la Seccién 4.2.6, no en forma general sino mediante
ejemplos. Lo mismo sucede con el test propuesto que sdlo pueds

explicarse a través de ejemplos pues cada caso requiere un

~
Pt
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tratamiento distinto.
Por ejemplo si la hipétesis a testar es que el modelo es
cuadratico-lineal [fl{x.e)]versug a que el modelo sea cuadratico-

cuadratico-lineal [fz{'x,en donde:
2
T (x,8)= + - -
1( +©) & +o x esfe4 %) I’f(e:4 x)
f e)= o+ + = = -x)Z —
z(x, ) 62 ezx 65{94 %) I+(9‘ ¥) + 95(9d %) I+{96 %)
Las hipdbtesis pueden plantearse como: H‘:,:\=_\5=0;'Erd=(—:*‘:s vs
H1=95#0;94¢96 para fz(x,e]; donde los residuos £ son
. . : < 3 z
idependientes idénticamente distribuidos N(O,o").

El test construfdo por analogf{a a la teoria de modelos lineales,

es
1 s Aa A 2
(=) I, [(Y ~f (x,6))% ~ (Y —-f_(x,8))"]
t(y)= —2 15t "% 4 i’ e (4.110)

N Fa
[1/(N~-6)1 . [Y.-f_ (x ,©)1°
1=1 1 2 1

que bajo la hipdtesis nula se distribuye coma una F(2,N-6); la
regla del test es rechazar Hosi t(Y)>F(a,2,N~6) para un nivel de

significancia previamente establecido.(6 es el estimador de 8

-~

bajo H0 y 8 lo es bajo la hipétesis alternativa).
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interpretada como una medida de la discriminacién entre ambos

regimenes.
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5.2 La naturaleza elige uno de los dos regimenes de la

regresién con probabilidad A y 1-A respectivamente.

9.2.1. Solucién propuesta por Quandt (1972).

El modelo considerado es:

=y "~ 2
Y‘ xiﬁ‘+s sﬂ N(O,a1 ) (S5.4)

ii

=" ~ Z
YL xiﬁz+€ B N(O,a2 ) (5.5)

2i
Se supone que la naturaleza elige a (5.4) con probabilidad A
y & (5.5) con probabilidad (1-A), es decir que la probabilidad de
que la paturaleza elija uno ¥y otro régimen se mantiene constante
para cada observacidén. Es obvio que A estid comprendido entre cero
y uno. Se desconoce qué variables gobiernan el cambio de régimen
por lo tanto Xo no esta presente en el modelo.
Resumiendo:P[E(YL]=x;ﬁ1]=K ¥ P[E(YL)=x;ﬁE]=1—h.
Debe estimarse A y los parametros de la regresién ﬁz,ﬁz,af, v c;
Para ello Buandt aplica el método de maxima verosimilitud.

Sea f(YL/Kt) la funcidén de densidad condicional de ‘(_L dado g;

A 1 5 1=X 5 & -
f(X. /)= exp{— (Y~w B ) ¥+ —exp{-— E(Yi—x;ﬁzl ¥x
v e e 20 % & Y2t o 2o
1 1 2 2
(5.6)
con A comprendido entre O y 1;
N A 1 " 1-x 1 5
T AV= m i——mpgl— (Y% 0 ) ——epl= (Y —%.B,)"3,
¥ o o 2 0 v Y21 o 2¢
1 1 2 2
(5-7)

la funcién de verosimilitud conjunta de la muestra y
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N A 1 - T3 1
L= I logl——expf-———(Y.-x'p3 )33+ —exp{- -x'p )2
e ¥Y2n o, 2012 e fE;_a et 20 zlYi xiﬁz) 7
2 2

{5.8)

el log de la funcidn de verosimilitud. (5.8) deberia maximizarse
Zz 2

respecto a;ﬂ,ﬁé,oi,az Y A; para encontrar los estimadores MV.

Estec involucra un roblema de maximizacién no  lineal. Fara

lograrlo Quandt aplica el algoritmo de Powell. Para probar el

método generd observaciones de los siguientes regimenes:

= e 2

Yﬂ 1'0+10XL+8n snlld N(O,ai) (D)
L ) Z

Y, =0-5+1.5x +e £, iid N(0,07) (5.11)

con los X, uniformes e idénticos en +todas las muestras.Se

generaron cinco conjuntos de observaciones variando en cada caso
2 2

N, s 9, Y A. Se detallan a continuacién los detalles de cada

simulacién:

Rango de los 2 2 numero de
Caso N 0 ae
valores de x o, 72 A repeticiones
1 60 10 a 20 2.0 2.9 0.5 30

2 120 10 a 20 2.0 255 Q.5 30

3 60 10 a 20 2.0 Z2:8 Q.75 Z0

4 &0 10 a 20 250 25.0 0.5 30

) &0 Q0 a 40 2:0 P 0.5 IO

Sea Y -Y =0.5{x-1.0)+g —¢& . . Para los primeros tres
2L iy L 2y it

casos existe una alta probabilidad de que Yﬂ—Y‘h sea

suficientemente grande de manera que muchos métodos podrian
separar adecuadamente ambas regresiones. Esto no es cierto para
lo dltimos dos casos pues los puntos de ambos regimenes se
superponen y la separacién de los mismo no es obvia.

El algoritmo de maximizacién no convergid el 22% de las veces {en

par ticular el 27%, 23%, 3% y 53% respectivamente para el caso
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1, 2, 3, 4 ¥ B). Esto puede deberse a gque se excedi® un limite
arbitrario en el numero de iteraciones permitidas o porgue en
el punte donde se supone se halla el maximo 1la matriz de
derivadas parciales segundas no es definida negativa. Cualguiera
de estas razones sugiere que la funcién de wverosimilitud tiene
una regién de considerable chatura. Sin embargo la sugerencia de
que la indeterminacién aparece por la superposicién de los puntos
de ambos regimenes no es sostenible pues los dos casos con una
superposicidén considerables se comportan radicalmente diferentes
a este respecto.

Quandt compara el sesgo medio en la estimacién de cada uno de los
parametros del modelo, el error cuadratico y la razén del valor
medio de la wvarianza asintética de las repeticiones exitosas al
error cuadritico medio en cada experimento para cada uno de 1los
cinco casos con los resultados obtenidos si se hubiesen aplicado
a los mismos datos el método de Goldfeld y Quandt (5.1.1), La
inspeccién de estos resultados revela que los dos métodos son
dificilmente comparables pero aparentemente los resultados
favorecerian el método de Goldfeld y Quandt(S5.1.1) aungue no en
forma notoria en términos del sesgo y del ECM y a este nuevo
método propuesto por Quandt respecto a la razén de la media de
la varianza asintética al ECM gque converge mas rapidamente a
uno{para el otro método la convergencia se produce para muestras
de tamafic a cientoveiente en cambio para éste se produce para
casi todos los casos). Esta razédn tiende a uno & medida gque el
tamafio de la muestra aumenta indefinidamente.

Este método tiene la ventaja de gue no se necesita conocimiento
previo sobre la variable gque determina el cambio de régimen y la
desventaja de que no permite identificar observaciones
individuales con uno de ambos regimenes sino solamente calcular

la prebabilidad de que ocurra uno u otro regimen durante el

periodo muestral.
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5.2.2. Solucibébn propuesta por Kiefer(1978).

Kiefer (1978) trata el mismo modelo que Quandt. Propone un
método que provee estimadores eficientes de los parametros y de
los errores estandar asintéticos, 1lo cual no habia podido
lograrse hasta ese momento. Demuestra gque aunque la funcién de
verosimilitud no es acotada en algunos puntos del limite del
espacio paramétrico las ecuaciones de verosimilitud tienen una
ralz gue es consistente y se distribuye asintéticamente normal.
Esto clarifica la inconsistencia entre el descubrimiento empfirico
de Quandt de que la funcién de verosimilitud tiene un maximo
interno que brinda estimadores y la creencia generalizada de que
las técnicas de verosimilitud son inaplicables al problema sin
serias restricciones. Kiefer considera en particular el modelo
tratado por Quandt(1972) discutido en 1la Seccién 5.2.1 cuyas
expresiones son (5.4) y (5.5) con funcién de densidad de cada
observacién (5.6) y funcién de verosimilitud conjunta de la
muestra (5.8).

Si &1 es elegido de manera gue yi=x;ﬁ1 para algin i, entonces a
medida gue at tiende a cero (5.6) aumenta sin limite; ademas como
el segundo término de fi ges distinto de cero para las restantes
observaciones, (5.8) es una funcidén no acotada. Esta
caracteristica de la funcién de verosimilitud ha 1llevado al
desarrollo de técnicas distintas a las MV para problemas en  gque
la restriccidén o = kaz no puede ser impuesta a priori, a pesar
del descubrimiento de @Quandt de que la fupcién de verosimilitud a
menudo tiene un maximo interior gque brinda estimadores con
propiedades muestrales razonables.

Una técnica popular y consistente en el caso de las medias y de
las varianzas es el método de los momentos. La extensién de  1a
misma al mo delo de regresién no es inmediata ni eficiente para
este problema, y ademis no brinda estimadores de los errores
estandar de los coeficientes.

Como ya es sabido el método de MV postula gque los estimadores de

los parametros se encuentran como una =splucién de la ecuacidn
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-é—éﬂ—kh=0, donde L es la funcién de verosimilitud de la muestra.
5 e

Cramer muestra bajo qué condiciones existe una unica rafz
consistente; su prueba es extendida al caso multivariado por
Chanda, y en forma mas correcta pr Tarone y GBruenhage. Kiefer
extiende estac condiciones, en los siguientes teoremas al modelo

de regresién a trozos expresado mediante las ecuaciones (5.4) vy
(Sev)a

Teorema 1:

Sea e= (K,ﬁi;ﬁ;,a;,oz) y sea el espacio paramétrico dado por:
0=A=1, -m £ ﬁij { o v Osoi< =0 con i=1,2 b4
j=1s25---,k-[ﬁ;=(ﬁu,...,ﬁmjj. Sea o el valor verdadero del
parametro contenido en alguna regién cerrada Q que no contiene a
A= 0, A= l’°1= 0 é g 0. Dicha regién siempre existe pues, por
hipétesis,éstns no son los valores verdaderos de los parametros.
Si la v.a. YL se distribuye de acuerdo a la funcién de densidad
(5.6) entonces para N suficientemente grande existe una unica
raiz consistente eN de las ecuaciones de verosimilitud ¥
(YN (GN"SGJ) se distribuye asintéticamente normal con media cero
Y varianza Iteo}ﬂ; donde I(e ) es la matriz de informacién de
Fisher.
[Nota: al tener esta matriz de informacién como matriz de
covarianza el estimado es eficiente]

Demostracién:
La prueba consiste en la verificacién de las tres condiciones del
lema de Chanda.
¥Condicidn 1:

2

_. Sin T & 1in T
Para casi todos los Y, y para todo @ &£ Q, s Y
; Se se o
r

b |
& dni 't r )
existe para todo r,s,t. (er,as ¥ SL simbolizan
s dbe be
r s L
cualquier elemento de vector de parametroos 8).

¥Condicidén 2: L &

Para casi todos 1los Y. vy para todo ®& &£ Q, 3
r



6%t 6" 1n f

& SRR NN N ————————————= | C ] t(Y); donde H es tal gue
b8  de e b8 bo 68 £
A r =1 r & L

Hrm(Y) fd¥Y=M vy Fr(Y) y Fra(Y) son acotadas para todo r,s,t.
-t
¥Condicién 3:

o ¥
- S 1In f &an T
Para todo @ £ 2 1la matriz I(e)= fdy es

-0

definida positiva.

La verificacién de éstas se halla en el apéndice del trabajo de
Kiefer. El teorema no indica cu&l raiz, en el caso que haya mas
de una, es consistente. Para iniciar el proceso de maximizacidn
se necesita un estimador inicial consistente.

Este punto inicial puede ser obtenido por el método de la funcion
generatriz de momentos (fgm) sugerido por Guandt ["Estimating
Mixtures of Normal Disytributions and Swithching Regression®,
Research Memorandum Ne° 190, Econometric Research Program,

Princeton, 1975], gue est4 basado en la relacidn:

2 2
c
tY. 5 o: 2 :
E(e L]=)\exp{t>:_‘ﬁi+t 3 (1-Nexp{t x /B, +t ¥ (S.11)
L o
2 o
=m(t,x,e)
& _
Para cada i y para un t dade las v.a. e son independientes
cada uno con media m(t,x ,8). Por la ley fuerte de los grandes
= 1 N 1:Y_l
nameros la cantidad (7). Ze converge  fuertemente 2
N -
k=3 ; ).Em(t,x ,©). La técnica de estimacion sugerida es elegir
L=1 1

; : t )
un conjunto de valores para t, por ejemplo {tistz!"'! ) de

algun intervalo alrededor de cero Yy minimizar

|,_A
(7]
A
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z . e
J 3
St /"—*”“—-—-\
k g N %Yt N >
SN=j§1[—E‘ % e i _ﬁ_? m(t,xi,e)] {5.12)

La consistencia de los estimadores obtenidos minimizando SNpuede

ser mostrada como un resultado del siguiente lema de Rockafellar.

Lema: Sea h una funcién convexa propia cerrada que alcanza
su in fimo en un Unico punto x. Si X 3%, 3+..85 UNA secuencia de
vectores tal que h(xi), h(xzj... converge al inf.h, entonces

R 3%, 3« «CONVErge a x.

Teorema 2:

Cat
El estimador BN obtenido minimizando SN es consistente para eo.

Demostracién:

P
Si se expresa a SN como Sszgl[z{4H(e)]z, la derivada segunda es:
5% § 8% h, & h, 6 h
N p J k J J 1]
=2 .2 [z2~-h{e)l—2 & (5.13)

i ) J 1=1

656 &o° ! se o ) 56°

Por la ley fuerte de laos grandes numeros y por ser acotada
&% h

e e’ %
en e= 90; ésto es existe un N tal gue para todo N >N, SN* 2s una

el primer término de (5.13) converge fuertemente a cero

funcidn convexa en la vecindad de eo (bain el supuesto de que
pz2k+3). Como SN converge a cero (ley fuerte de los grandes
numeros) y satisface las condiciones del lema, eN converge en eo.
Para el numero de parametros que generalmente se encuentran en la
practica el problema de minimizacién es solucionable por los
programas de optimizacién neo lineal comunes. Los estimadores
calculados con la técnica de la funcién generatriz de momentos
pueden ser usados como puntos iniciales de un Newton step haciz

el maximo local del logaritmo de la funcion de verosimilitud.
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El procedimientoc iterativo de Newton es definido por:

: =4 5

&%1n L{e") 6 1n L(e")

e =a- . (5.14)
b0 &e’ &9

Un paso provee estimadores asintéticamente eficientes (en el
sentido que siguen siendo consistentes y su matriz de Var-Cov es
la de informacién de Fisher). El opuesto de 1la inversa de 1la
matriz de derivadas segundas del lnL es un estimador consistente
de la matriz asintética de Var—-Cov de los parametros estimados.
En resumen podemos decir que Kiefer fundamenta el método de
Guandt ¥ sugiere el uso de los estimadores de 1la funcién de
generatriz de momentos como puntos iniciales del método
iterativo. El1 autor no determina si asi se lograra la
convergencia del método el 100% de las veces, ni si la iteracién

provee mejores estimadores en el caso de muestras peqguefias.
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5.3. La naturaleza elige uno de los dos regimenes con una
probabilidad que depende del estado anterior del sistema.

(proceso de Cadena de Markov).

5.3.1. Solucién propuesta por Goldfeld y Quandt(1972)

En este trabajo Goldfeld y Quandt se refieren al modelo de
regresién de dos fases, ya descrito anteriormente en (5.4) vy
(5.5), pero con la particularidad de que el sistema puede pasar
de un régimen a otro cada vez que se genera una nueva observacidén
con una probabilidad gque depender4d del estado anterior del
sistema. Esta interpretacién convierte al proceso de cambio de
régimen en una cadena de Markov. En este caso ademas de estimarse
los parametros del modelo ﬁ;”%’of v a: se debe estimar una
matriz de transicién del sistema n.

Sea Xé= (hia,kzo) la probabilidad de que 21 sistema esteé
inicialmente en uno de los dos estados con Rza:lmxno ¥ X; 1la
probabilidad de gue el sistema esté en el estado uno & dos en 1la
i—-ésima observacidén, con k{:&;ﬂT=XaﬁE(kﬂ hm} 3 con lo gue la

densidad condicional de Y,l dado x; es:

T /RN T (O /r 3 N O (/%))

A 1-x
i1 11 4 =
= exp |- (y.~x'[3 )|+ BeNp [~ zif1~xtﬁ2}
Y 2n o 2o B Y 2n o 2¢
1 1 2 z
e ; (S+15)

donde ffﬂffi(Y_/x_) . TZ(Y_/x_J. El logaritmo de la funcidn de
¥ L L L L

verosimilitud conjunta de la muestra es:

N
= % log(A’ .T,) (3.16)
L=1 L L

Sea
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i 1~ ) o 4
i i i1 12
T= = (5.17)
q = T il e
2 Z 21 22

la matriz de probabilidades de transicién para 1las condiciones
iniciales. (t .  es la probabilidad de que el sistema cambie del
5]

estado s al estado i, s,i=1,2) vy
T‘=[t‘_ ]=T= (5.18)

la matriz de transicién en la i~ésima observacién, con 1 qgue
1. i-1 i-4 i i-1
varia entre =7 £ “#{i-T t.o=(1=r )Yt '+
- nt 1 y n,donde t“ - ( 1)tz1 v i ( z) i
o
it 200 -
-1
La solucién general de este sistema en diferencias es:

i. -
t11 (71+72 1. Tx 1 1 1 Tz
tL b 1-T A o 8 Sy
21 1 2 2 4555 2
i i i i
‘= = s + A £ (95.19)
Ki {Aii Kzt) (kxa tx{* hzo tzi ; k1o txz 20 22J

Si se reemplaza (5.19) en (5.16)
N
L= . log (X F.) (5.20)
L=1 1 1

gue es funcidn de ﬁtﬂ%,ci,hia,rl Y T, Derivade L parcialmente
respecto a cada uno de los parametros se pueden encontrar los
estimadores MV de los mismos. Este métode recibe el nombre de
método T.

Goldfeld y Ouandt hacen referencia a un caso especial en gue

la funcién de transicién es funcién de wna variable Z gue no

pertenece al modelo. En este caso la matriz de transicidén es:
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T 1z L= (2 )
i t i 1
T= {5.21)

1-1'2(29 ‘rz(z.L)

i
donde: A= X' n T.
t 0)1=1 )
Si por ejemplo se supone, por razones teéricas, que valores

grandes de Z est&n asociados con probabilidades altas de pasar al

primer estado la funcién se puede definir de la siguiente forma:

Z.
i 2
1 1 e “o1
T,z 0= exp|-— |——| |[d& (5.22)
Y 2n oi 2 01
o
2
1 1 S8 oz
Bulels e exp dg (525}
Y 2 ¢ 2 o,
=3 B,

La funcién de verosimilitud puede ser derivada y maximizada
respecto a ﬁi,ﬁz,o?,201,zoz,of,o: A S Este método se conoce
como Método de T(z).

Ninguno de los métodos citados permite que la eleccién de un
régimen dependa del registro histérico en el sentido de que la
seleccién de los regimenes no est4 influenciade por el numero de
veces que un determinado régimen ha prevalecido ni por el patren
temporal de la eleccién de regimenes. Existen muchas aplicaciones
econémicas donde dicha dependencia inercial puede ser deseable.
Una de las formas de lograr ésto es definiendo RL como
Kt=P(1-éb4)+(1_pij4'ép4EE igual a cero si prevalecicd el
primer régimen en el estado anterior e igual a uno si el que

prevalecié fue el segundo régimen. Si p=0 este método coincide
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con el método A, ¥y si p=1 el sistema permanece indefinidamente en
el régimen gque estaba en el perfodo inicial. FPara valores
intermedios, mientras mayor sea el valor de p mas tendera XL a
reflejar el estado del sistema en el periodoc anterior. Los
hipueden formar 2b4 valores distintos, cada uno expresable en
términos de xo,éo Y P

Otro modelo que citan los autores es uno que permite cambios
entre estados pero donde haya persistencia de los mismos & travez
del tiempo. Por ejemplo en algun perfiodo el sistema obedece al
primer régimen, en otros al segundo y en otros obedece a un
hibrido de transicién entre ambos regimenes. Si se reemplazan los

siguientes valores en la matriz diagonal D descripta en 5.1.1

z,

1

1 1 ey
?’(zl)=—— exp {— —|—| (g (5.24)
VY 2n o 2 o

-

di=9db4+(1—P35(2L),d0nde é est4d comprendido entre cero Yy unc v
la condicién inicial es d1= y{zi). \:I.L puede BXpPresarse como:
: L v

dL=PL_1?‘(ziJ+(l-.0)J§2 p""r(zj) (5.25)
y la funcién de verspsimilitud se expresa como una funcidn de los
parametros desconocidos 6,Zoy o. En el caso extremo en gue p=0 no
existe persistencia temporal en el procesoc de cambioc ¥ el grado
de hibridizacién sélo depende de I, mientras que en todos los

otros casos depende del valor de p.
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6. CONCLUSIONES.
6.1. Resumen.

En los Gltimos tiempos ha crecido el interés por el modelo
de regresién a trozos, dado gue existen muchas situaciones reales
donde la relacidén entre las variables no es estable sino que
adopta distintas formas analiticas en distintas regiones del
dominio. En estos casos no es posible aplicar los métodos de
estimacién y de tests de hipédtesis del modelo de regresién, pues
existen ahora nuevos parametros a estimar que son los puntos
donde la relacién cambia de forma. A éstos se los denomina puntos
de cambio de régimen o ‘"change-values". El cambio de régimen
puede estar determinado por una variable conocida, por una
combinacién lineal de variables conocidas o por una variable
desconocida.

Por tratarse de un tema cuyo estudio se ha iniciado
alrededor de los afos 40 y cuya aplicacién practica se difundié
mis ampliamente en la ultima década, les aportes realizados se
encuentran publicados en revistas especializadas ¥ tesis
doctorales. Por esta razén un usuario gue tenga un problema
concreto que resolver, deberd hacer una busqueda bibliografica
trabajosa y lenta, con el inconveniente adicional de gque cada uno
de los artfculos trata un caso particular, sin hacer referencia a
un modelo gemeral, lo que hace dificil la integracion ¥
comparacién de los distintos .aportes. Inclusive la notacién
utilizada es distinta en cada caso.

El objetivo de este trabajo es elaborar un resumen del
estado actual del conocimiento sobre el modelo de regresién a
trozos, en forma tal que cualquier persona pueda usar rapida vy
fAcilmente los resultados que se han  presentado en la
bibliografia.

Fara lograr esta presentacién unificada se debid proponer
una definicidén general del modelo de regresién & trozos que
permita considerar a todos los casos tratados en la literatura

como casos particulares de él. Al unificar la notacién de los
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trabajos estudiados pudimos elaborar un pagquete de resultados de
facil acceso para los usuarios del modelo de regresién a trozos.
Para ello se agregd una variable explicativa al modelo que es la
que rige los cambios de régimen, cuyo coeficiente es cero si no
pertenece al modelo y deberia ser estimado en el caso que si
pertenezca (Capfitulo II).

En segundo lugar los articulos estudiados se ordenaron en
tres grandes grupos de acuerdo al siguente criterio:

1) que la variable gue gobierna el cambio de régimen sea una
variable conocida gque no pertenezca al modelo (Capitulo III);

2) que la variable gque gobierna el cambio de régimen sea una
variable conocida que pertenezca al modelo (Capitulo IV);

3) que la variable que gobierna el cambio de régimen sea una
combinacidén lineal de variables conocidas que pertenezcan o no al
modelo, o0 sea una variable desconocida, que llamaremos '"Casos
Atipicos" (Capitulo V).

Cada capitulo se ha dividido en las siguientes secciones,
de acuerdo al tema tratado:

a) Estimacién del punto de cambio de régimen.

b) Estimacién de los parametros de la regresién.

c) Estimacién del ntumero de fases de la regresidn.

d) Tests de hipétesis sobre la ubicacidén del punto de cambio de
régimen.

g) Tests de hipdtesis sobre los parametros de la regresién.

f) Tests de hipétesis sobre el numero de fases de la regresidn.

(No todos los temas han sido tratados en todos los capitulos).

De esta manera creemos que hemos logrado simplificar
notablemente la busgueda de soluciones para los problemas
particulares que pueda tener cualquier lector.

Finalmente el hecho de gue el punto de cambic de régimen sea
un parametro desconocido hace complicado el encontrar la
distribucién exacta o asintética de los estimadores de los
parametros y de los estadisticos para testar distintas hipdétesis.
Sin embargo la mayor parte de los autores consultados extienden
los resultados clasicos del modelo de regresidén para el caso de

regresién a trozos o proponen estimadores afirmando Qque poseen
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cierta distribucién, sin bases tedricas o experimentales. Esto
nos llevé a considerar detenidamente cada resultado vy realizar
para cada estimador o test propuesto las criticas que

consideramos pertinentes sobre las limitaciones en su uso.
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6.2, Temas de estudio para una etapa posterior.

Del estudio de los trabajos sobre el modelo de regresién a
trozos citados en la Bibliografia se observa que existen muchos
problemas de interés que todavia no han sido abordados. El
estudio detallado y riguroso de los temas que se enuncian a
continuacidén serid un aporte fundamental para extender el uso de
este modelo a las situaciones donde describe adecuadamente la
relacién entre las variables.

1) Extender las propuestas al caso no lineal de r fases (donde el
nUmero de fases sea conocido), pues en casi todos los trabajos se
hace referencia al modelo lineal de dos fases y sélo en algunos
al de tres. Lograr ésto serd un aporte importante pues permitira
considerar el caso general de r fases, donde la relacidén no sea

necesariamente lineal en cada una de ellas.

2) Verificar para los distintos tests propuestos el nivel de
significacién y la potencia para distintas hipétesis
alternativas. La distribucién de los tests en casi todos los

estudios no ha sido derivada tedérica ni empiricamente.

3) Unno de los problemas mAs importantes gue presenta este modelo
es la estimacién del punto de cambio de régimen ("change-value").
Muchos autores suponen conocido el intervalo en el cual se
produce el cambio de régimen, lo cual no ocurre siempre en la
practica. Un aporte valioso sera averiguar las propiedades de los

estimadores del modelo cuando este intervalo no se conozca.

4) Por otro lado para los casos particulares en que se conoce el
intervalo en el que se produce el cambio de reégimen, no se ha
podido incarporar esta informacién a la funcién de verosimilitud
para encontrar estimadores maximo verosimiles. La propuesta es
usar estimadores minimos cuadraAticos, pero en este caso no se2 ha

logrado conocer la distribucién por inconvenientes algebraicos.

S) Por ultimo creemos que un aporte importante ser4d generalizar

las soluciones al caso de r fases, con r desconocido.

143




Bibliograria
BIBLIOGRAFIA
BACON, D.W. and WATTS, D.G., "Estimating the transition between

two intersecting straight lines", Biometrika, VYol. 58, No.3
(1971)pags 525-534.

BELLMAM, R. y ROTH, R., "Curve fitting by segmented straight
lines", JASA, N 64(1969), pacs. 1079-1084.

BROEMELING, L.D. and CHIN CHOY, J.H., "Detecting structural
change in linear models. Commun. Statisti-Theor. Meth.,

Vol. A10(24), (1981), pAgs. 2551-2561.

BROWN, R.L. DUREIN, J. and EVANS, J.M., "Techniques for testing

the constancy of regression relationships over time",
Journal of the Rovyal Statistical Society,Vol. 37, N°2(197%5),
pags. 149.

CHOW, G.E. "Tests of eguality between sets of coefficients in
two linear regressions", Econometrica, N 2B,3(19460), pags.

991-605.

FARLEY, J.U. and HINICH, M.J., "A test for a shiffing slope
coefficient in a linear model”; JASA.Vol. 5, Ne ZI31(1%970)}),

pags.1320-9.

FEDER, F.I., "On asymptotic distribution theory in segmented

regression problems—identified case. Ann. Statist., Vol. 3,

Ne 1,(1975),. pags. 49-83.

FEDER, F.I., "The log likelihood ratio in segmented regression”,

The Annals of Statistics, Vol. 3, No. 1,(1975); pags. B4-97.

FERREIRA, P.E., "A Bayesian analysis of switching regression
model:known number of regimes", JASA, Vol. 70, (1973). pags.
I70-4.

BALLANT, A.R. and FULLER, W.A., "Fitting segmented polynomial
regression models whose join points have to be estimated",

JASA N° 341(1973), pags. 144-7.

GOLDFELD, S.M. and QUANDT, R.E., "A Markov model for switching

144



Bibliograria

reegressions. Journal of Econometrics ,Vpl. 1(1973), p4gs.3-
15k.

GOLDELF , S.M. and QUANDT , R.E.,;"Nonlinear Methods in

Econometrics”, Alemania, North-Holland, 1972.

GRAYBILL, F.A., "Theory and Application of +the Linear Modsl",
Massachusetts, E.E.U.U., Duxbury Press, 1976.

GURNOW, R.N., "A smooth population response curve based on an
abrupt threshold and plateau model for individualis",

Biometrics, N 29 (1973), pags. 1-10.
HAWKINS, D.M., "Testing a Sequence of observations for a shift in
location”,; VYol. 72, Ne¢ 3837(1977), pags. 1BO-18Bé.

HINKLEY, D.V., "Dn the ratio of two correlated normal random
variables", Biometrika, Vol. S&, N 3(1969), pags. 635-9.
HINKLEY, D.V., "Inference about the intersection in two—-phacse

regression”, Biometrika, Vol. 356, N 3(19&9), pags. 495-504.
HINKLEY, D.V., "Inference about the change-point in a seguence of

random variables", Biometrika .Vol.S57.No 1(1970). pags.i-1é4.
HINKLEY, D.V., "Inference in two-phase regression”, JASA, Vol.&é,

No. 336(1971), pags. 736-74%3,

HOLBERT, D. and BROEMELING, L., "Bayesian inferences related <o
shifting sequences and two-phase regression®: Commun.-Statist.—~

Theor. Meth..Vol. A&(3)(1977) . pags. 265-273.

HUDSOM, D.J., "Fitting segmented curves whose join poinits  have

to be estimated", JASA, N 61(1966), pags. 1097-1129.129.

JOHNSTON, J.."Econometric Method", Ja.Ed., E.E.U.U., McGBraw-Hill,
1984.

KIEFER, N.M. "Discrete parameter variation: Efficient estimation
of a switching regrescsion model", Econometrica, Vol. 46, Ne
2(1978}),; piags. 427-34.

Mc BEE, V. and CARLETON, W.T., "FPiecewise regression”, JASA, Vol.

145




Bibliogratia

65, Ne 3I31(1970), pags. 1109-1124.124,

MOEN, D.H. and BROEMELING, L.D., "Testing for a change in the
regression matrix of a multivariate linear model", Commun.
Statist.-Theor. Metho., Vol. 13(12)(1984), pags. 1321-153Z1.

MOOD, A.M., GRAYBILL, F.A. and BOES, D.C., Introduction to the
theory of Statistics". 3d. Ed. Nueva York, McBraw—Hill,
1974.

PAGE. E.S5., “A test for & change in a parameter occurring at an

unknown point", Biometrika, N 42(1955), pags. S523-7.

PAGE, E.S5., "On problems in which a change in a parameter occurs

at an unknown point", Biometrika,N 44(1937}, pags. 24B-52.

QUANDT, R.E.; “The estimation of the parameters of a linear
regression system obeying two separate regimes, JASA, Ne. 53

(1958), pags. 873-880.

QUANDT, R.E., "Tests of the hypothesis that a linear regression
system obeys two separate regimes, JASA, N 55(1960), pags.

S24-330.

QUANDT,R.E., "A new approach to estimating switching regressions".
JASA, Vol. &7, Ne 3Z3B(1972), pags. 3I06-310C.
ROBINSON, D.E., "Estimates for the points of intesection of two

polynomial regressions", JASA N 59(1964), pags. 214-24.

SCHECHTMAN, E., "Inference in two—phase regression: a simulation

study with nonnormal observations", J. Statict. Comput.

Simul., Yel. 17 (1983}, pags. 223-229.

SCHWEDER, T.. “Some optimal methods to detect structural shift
or outliers in regression", JASA, Vol. 71(177&), pags. 491-
oGl.

SPRENT, F., "Some hypothesis concerning two phase regression

lines", Biometrics., N 17(1961), pags. &34-45.

TSURUMI, H. and SHEFLIN, N., "Bayesian tests of a parameter shift

under heteroscedasticity: weighted-T vs= double-T approaches

146



Bibliografia

Commun. Statist-Theor. Meth., Vol. 13(8)(1984), pags. 1003-
1013,

TSURUMI, H., "A bayesian and maximum likelihood analysis of a
gradual swithching regression in a simultaneous variables",
Journal of Econometrics, Vol. 19

pags.l165-182.

WILLIAMS, D.A., "Discrimination between regression models to
determine the pattern of enzyme synthesis in synchronous cell

cultures”, Biometrics, (March 1970), pags. 23-32.

147



